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Vorrede. 


Es ist sin lange und sorgsam gepflegtes Schooskind meiner Müsse, 
was ich mit dieser Schrift den Freunden feinerer mathematischer Unter- 
suchungen übergebe. Sie enthält die, so weit es mir möglich war, voll- 
ständige Darstellung zweier Thcoriccn , deren hohe wissenschaftliche. 
Hcdeutung und vielseitige praktische Anwendbarkeit schon länger die 
Aufmerksamkeit der Mathematiker auf sich gezogen haben. Aber eben das 
Interesse, womit man sic betrachtete, hat auch eine wahre Unzahl von 
Erörterungen über diesen und jenen einzelnen Punkt aus ihnen hervor- 
gerufen, so dass es heut zu Tage schon einige Mühe und Zeit kostet, um 
durch das reiche in Zeitschriften und Spezialabhandlungen zerstreute 
Material hindurch zu dringen. Diese Bemerkung einerseits und der Um- 
stand andererseits , dass die jetzt schon etwas veralteten Quellen jener 
Lehren (Legendrc, theorie des fonctions cUifditfues et des integrales 
Euleriennes , und Fourier, theorie de la chalcitr ) wegen ihrer Kost- 
spieligkeit nur wenig verbreitet sind, und neuere umfassende Arbeiten 
darüber gar nicht exisliren, licsscn es nicht unpassend erscheinen, 
eine Darstellung zu geben, welche dem Meister als Hand- und Nach- 
schlagcbuch, dem Anfänger aber als Lehrbuch dienen könnte. Um 
den letzteren Zweck, ohne Störung des ersten, zu erreichen, habe ich 
alles Das, was nicht als unmittelbar aus den ersten Elementen des 
höheren Calcüls bekannt vorausgesetzt werden durfte, in den Noten 
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IV 


V’ orredc. 


hinreichend erläutert. Um auch die Bedürfnisse des praktischen Rech- 
ners zu befriedigen, sind die nülhigcn Zahlcntafeln, nebst einer An- 
leitung zu ihrem Gebrauche, beigegeben worden. Ucbrigens wird man 
vorliegende Schrift nicht blos für eine bunte Zusammenstellung der 
Arbeiten Anderer ansehen dürfen; das Streben nach Einheit der Form 
und Strenge der Entwickelung nöthigte mich oft zu Abweichungen vom 
gewöhnlichen Gedankengange; dass ich aber auch materiell Neues in 
ziemlich reichem Maasse mittheile , wird man ohne Mühe finden. Be- 
sonders erlaube ich mir in dieser Beziehung auf die am Ende des 
zweiten Heftes auseinander gesetzte Methode zur Reduktion vielfacher 
Integrale aufmerksam zu machen, die mit überraschender Leichtigkeit 
auf solche Integrale anwendbar ist, in denen eine willkührliche Funktion 
sämmllichcr Variabelen vorkommt. 

Jena, im September 1847. 

Schlömilch. 
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Cap. I. 

Die Fourier' sehen Reihen. 

Unter der grossen Zahl rein analytischer Probleme, auf welche 
man bei den physikalischen Anwendungen des höheren Calcüls hin- 
gewiesen worden ist, befindet sich auch das: eine beliebige Funktion 
einer einzigen Variablen in eine nach den Cosinus oder Sinus der Viel- 
fachen jener Veränderlichen fortschreitende Reihe zu verwandeln, und 
man weiss, welche bedeutende Rolle diese Aufgabe in der Untersuchung 
über die Gestalt schwingender Saiten hei Lagrange und in Fourier’s 
mathematischer Theorie der Wärme gespielt hat. Dass man in der 
That sehr leicht auf das genannte Problem stossen kann und zwar 
namentlich hei der Integration gewisser partieller Differenzialgleichungen, 
möge das folgende, wenn auch sehr einfache, doch hinreichend allge- 
meine Reispiel zeigen, dessen Anschaulichkeit den Sinn jener Aufgabe 
recht gut zu erläutern im Stande ist. Es sei zwischen zwei bestimmten 
Punkten eine materielle krumme Linie einfacher Krümmung, also etwa 
ein schlaffes irgendwie gekrümmtes Seil , gegeben, ein beliebiger Punkt 
desselben durch die Coordinatcn x, y und die Gestalt der Curvc durch 
die Gleichung y — f(x) bestimmt. Lassen wir auf alle Punkte der 
materiellen Linie Kräfte wirken, welche eine Veränderung ihrer Gestalt 
hervorrufen , so werden nach der Zeit t etwa x und u die Coordinatcn 
irgend eines Punktes der Curvc sein, wobei « eine noch zu bestim- 
mende Funktion von x und t bildet. Um nun einen speziellen Fall 
vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, dass man mit Hülfe mecha- 
nischer Betrachtungen gefunden habe, cs müsse t< die partielle Diffe- 
renzialgleichung 

du du 

— = n~ 
dt d. c 
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erfüllen, in welcher a eine constanle Grösse bezeichnet. (Natürlich 
kommt cs hier gar nicht darauf an, ob cs überhaupt solche Kräfte 
giebt oder nicht, bei welchen die Hegeln der Mechanik zu der obigen 
Differenzialgleichung führen würden.) Will man dieselbe integriren, 
d. h. u als Funktionen von x und t bestimmen, so kann man sich 
des bekannten einfachen Verfahrens bedienen, wonach man ihr allge- 
meines Integral aus den partikulären Integralen derselben zusammensetzt. 
Nun übersiebt man aber leicht, dass u = A cos nt (x + «(), worin A 
und in willkührliche Constanlcn sind, die Differenzialgleichung befriedigt 
und hieraus folgt sogleich, dass dieselbe auch durch den allgemeineren 
Ausdruck 

' J 

h = A t -f- A t cos(x + at) -f- A I eos2(x + at) -f- ... 

erfüllt wird, weil jeder einzelne Bestandthcil desselben ihr genügt. Soll 
aber diese Auflösung allgemein sein, so muss sie uns für f = 0 auf 
den ursprünglichen Zustand dcrCurvc, der durch die Gleichung y — f(x) 
chorakterisirt wurde, zurückführcu , d. h. cs müssen die bisher noch 
willkülirlichcn Constanten A v , A x , A z , etc. so bestimmt werden, dass 
für < = 0 das obige u in y übergeht, also 

f(x) = A a -(- A t cosx + A t cos2x + .... (1) 

wird, was in Zeichen das Nämliche ist, wie die früher in Worten aus- 

gesprochene Aufgabe. — Wäre man dagegen von der partikulären 
Auflösung u = Bsin m(.r at) ausgegangen, so würde man auf die 
Forderung gekommen sein, B t , B t , B z , etc. so zu bestimmen, dass 
f(x) = B t sinx + B z sin 2.r + B z sin 3.r -f- ... (2) 

wird, welche der vorigen ganz analog ist — Aus der Fassung der 

ganzen Aufgabe gehen übrigens noch einige Bemerkungen hinsichtlich 
der Natur der Funktion f{.r) und der Art der Auflösung hervor, die 
für das Folgende von Wichtigkeit sind. Da nämlich von der in Bede 
stehenden Curvc nur diejenige Partie betrachtet wird, welche zwischen 
zwei bestimmten Punkten, denen etwa die Abscisscn « und ß ent- 
sprechen mögen, enthalten ist, so versieht sich von selbst, dass wir 
die oben ausgesprochenen Aufgaben gar nicht im Allgemeinen, d. h. für 
alle möglichen x, sondern nur so zu lösen haben, dass die Gleichun- 
gen (1) und (2) für alle die Wcrlhc von x bestehen, welche in das 
Intervall x — u bis x—ß fallen; ferner ist klar, dass jedem bestimmten 
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x zwischen a und ß nur ein einziges y entsprechen darf, dass wir 
also immer nur einen Zweig der Curve y = f(x) auf einmal betrachten 
werden, wenn mehrere solche Zweige vorhanden sein sollten, und 
endlich müssen wir die krumme Linie als eine während des Intervalles 
x = a bis x = ß ununterbrochen fortlaufende, d. h. als eine stetige 
vorausselzen. Damit ist aber nicht gesagt, dass y immer nach einem 
und dem nämlichen Gesetze von x abhängig sei und wir können daher 
immerhin annehmen, dass in verschiedenen Theilen jenes Intcrvalles y 
auf verschiedene Weise aus x gebildet, also z. B. die Curve aus einem 
parabolischen und einem cvkloidaliscben Bogen etc. zusammengesetzt 
sei, wenn nur diese verschiedenen Stücke ohne Unterbrechung an- 
einander gereiht sind. Ja, was noch mehr ist, wir haben gar nicht 
einmal nüthig, eine mathematisch ausdrückbare Abhängigkeit des y von x 
überhaupt nur vorauszusetzen, denn es wäre möglich, dass man durch 
einen beliebigen ganz regellosen Zug eine innerhalb des Intervalles 
x = u bis x = ß zusammenhängende Curve zu Stande gebracht hätte, 
die sich durch keine mathematische Funktion y = f(x) ausdrückcn 
liessc. Wir verstehen demnach im Folgenden unter der Gleichung y=/\x) 
weiter nichts, als dass jedem bestimmten x zwischen o und ß ein 
bestimmtes endliches y entspricht, gleichviel wo man das Letztere hcr- 
bekommen hat. 

§• 1 . 

Wenn überhaupt eine Lösung der in den Gleichungen 
f(x) = A 0 + A t eosx + A t cus2x -j- A } cos3x + • • ■ (1) 

f(x) — B l sinx -f- B.sin 2x + B, tin 3x + ... (2) 

ausgesprochenen Aufgaben möglich sein soll , so kann dieselbe sicher 
nur innerhalb eines gewissen Intcrvalles für x exisliren. Bezeichnen 
wir nämlich die Summen der Reihen rechts, ganz abgesehen von der 
links stehenden willkührlichen Funktion, mit @(x) und 'P(x), so erhellt 
auf der Stelle die Richtigkeit der Gleichungen: 

0(—x)=(D(x), <D(n+x) = <D(7i — x), 0)(2«+x) = ©(2/i— x), etc. 
'P(-X) = — V(x) , l P(x) = I P(2a + x) = ; F(4 .t + x) , etc. 

mit einem Worte, die Funktionen ©(•*) UU <J '?( x ) haben 8 a,w 
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Eigenschaften wie ein Ausdruck von der Form cos mx oder sin mx, 
wenn m darin eine ganze positive Zahl bedeutet; besitzt nun f(x) 
nicht dieselben Eigenschaften — und diess setzen wir natürlich nicht 
voraus — , so können die Gleichungen (1) und (2) höchstens innerhalb 
eines gewissen lntcrvalles bestehen , und namentlich geht aus den 
Eigenschaften Cf>( — x )=(I>(x), (D(n + x) = ©(n — x) hervor, dass 
zwischen f(x ) und <l>(x) über die Gränzen ,t = 0 und x = n hinaus 
mi Allgemeinen keine Identität mehr stattlmden kann. Ebenso leicht 
übersieht man, dass wegen ‘Ff — x) — — *P(x) , ¥ r (0) = 0, ! F(n)=0 
die Gleichung f(x)='l t (x) höchstens für alle zwischen 0 und n 

fallende Wcrthe, aber weder für x ^ 0 noch für x ^ n Bestand 
haben kann. 

Gesetzt nun, man wüsste, dass die Auflösung unserer Aufgaben 
für alle innerhalb des Intervalles x — 0 bis x — n liegenden Werthe 
von x möglich sei, so würde es sehr leicht sein, die Werthe der noch 
unbestimmten Cocffizientcn A und B aufzufinden. Handelte es sich 
z. B. um den Werth von A„ in der Gleichung 

/■(*) = A 0 + A , cosx + A t cos 'ix + ... + A n cos nx ■+■ ... 

so multiplizirc man die ganze Gleichung mit icosnx und zerlege jedes 
Cosinusprodukt in eine Cosinussumme; cs wird so 

"2 f(x) cos mx = ‘iA 0 cos mx -j- A t [cos(»i — l ) x -f- cos(m + I)xJ 

-j- /Ijleosfm — 2)x + cos (nt + 2)arl 

+ 

+ A„ ( 1 + cor 2 ».?j 

-f- A„ i [ros x + cos (in + l)arj 

+ A n j.i\cos'2x cos(2n + 2)arJ 

+ 


Erinnert man sich nun, dass für jedes ganze positive m 



cos mx dx = 0 


ist, so erhellt auf der Stelle, dass man hier alle Glieder mit Ausnahme 
von A „ . 1 wegschaffcn kann , wenn man die ganze Gleichung mit dx 
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mulliplizirt und darauf innerhalb der Gränzen x = 0 und x = n intc- 
grirl*), was natürlich stillschweigend voraussetzt, dass bei dieser Aus- 
dehnung des x die Existenz der ganzen Gleichung nicht aufhört. Es 
folgt jetzt 


oder 


•2 



cos nx dx 



■In 


2 

n 



cosnx dx . 


(3) 


Diese Bestimmung ändert sich nur in dem Falle ii — 0 etwas; 
multiplizirt man da die Gleichung (1) blos mit dx und intrgrirt ebenso 
wie vorher; so wird 



*) Man konnte für den ersten Angenblirk glauben, dass die hier poslulirte 
Integration mit der Eingangs vorausgesetzten Regellosigkeit von f(x) in Wider- 
spruch stehe, indem man sagte, wer überhaupt ein Integral von der Form 

J ^ v (*) dx = * (4) — v- (<0 

bestimmen will, setzt voraus, dass cs eine Funktion vC*) gebe, welche wenig- 
stens innerhalb des Intervallcs x — a bis x = b die Eigenschaft 

d>p (x) , 

-TT" = 

besitzt and demnach doch mathematisch ausdrückbar scheint. Hierauf ist die 
ganz einfache Antwort: die obige Definition des bestimmten Integrales ist eine 
indirekte, wie auch die des unbestimmten Integrales, und eben deswegen die 
untergeordnetere ; die direkte und allgemeinere Definition aber erklärt das be- 
stimmte Integral für die Fläche, welche von der Curve, deren Gleichung y = <p(x) 
ist, dem Stücke b — a der Abscissenachsc und den Ordinalen o, b begränzt 
wird. Diosc letztere Definition passt auf alle noch so regellosen Funktionen 
<P 0*0 oder Curvcn und liegt der ganzen obigen Betrachtung zu Grunde. 
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also A 0 nur der Hälfte desjenigen Wcrlhes gleich, den die Formel 
für h = Ü geben würde. Wir können demnach auch schreiben: 

f(x) — ,{A n + A,cosx + A z cos ix + .... 

2 /•* 

A„ = — / f(x) cos v.v dx. 

n I 

0 

Ebenso leicht ergieht sich ans der Gleichung (2), wenn man die- 
selbe mit 2 sin nx dx multiplizirt und zwischen denselben Gränzen 
integrirt, 

f(x) = U t sinx sin 2x + B z sin 3.r ■+• ... 

2 r* 

= — / f(x) sin nx dx . 

n 

So kurz diese Destirnmung der unbekannten Coeffizienten ist, so 
ungenügend ist sic auch, sowohl in formeller als materieller Hinsicht. 
Einerseits nämlich ruht die ganze Rechnung auf einer durch nichts 
begründeten Voraussetzung, die wir schon genannt haben, andererseits 
lässt dieselbe noch Fragen unbeantwortet, ohne deren Erledigung die 
ganze Auflösung nur eine halbe bleibt; so wissen wir z, 1). noch nichts 
über die Anzahl der Rcihengliedcr, woran sich, wenn dieselbe unendlich 
gross werden sollte, wieder die Frage nach der Convergenz der gefunde- 
nen Reihen knüpft; ferner ist uns unbekannt, was aus der Gleichung (4) 
wird, wenn man darin ar = 0 oder x — n setzt; cs wäre nämlich recht 
gut möglich, dass die genannte Formel für diese Werlhe noch Bestand 
hätte, was offenbar in der darauf folgenden nicht statlfindet, wenn 
nicht zufälligerweise /"(0) = f(n) — 0 ist. 

Alle diese Fragen lassen sich mit der grössten Vollständigkeit und 
Sicherheit erledigen, wenn man die Aufgabe selbst umkehrt, und statt 
von der Reihencn t w ick el ung für f(x) auszugehen, eine Summirung 
der formell bereits bestimmten Reibe versucht. Subsliluircu wir näm- 
lich für die einzelnen Coeffizienten ihre Wertlie, nehmen jede der 
Reiben als eine endliche und abstrahiren ganz von der jedesmaligen 
linken Seite der Gleichungen (4) und (5), so käme cs offenbar blos 
darauf an, die Summen der Reihen: 
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1 / f{x)dx + cosx I f(x) cos x dx -f- cos 2.c / f(x) cos 2.r dx ... 
*'o *'o J 0 

... + cos nx J' f(x) cos nx dx 


• f f(x)si 


sin x dx -f- sin “ix 


f f( x ) s ‘ 


sin 2x dx + 


. . . + sin nx 



sin nx dx 


zu finden. Diese Reiben lassen sich leicht in eine sehr bequeme Form 
bringen, wenn man, um Verwechselung zu verhüten , statt des x, 
wonach integrirt wird, einen anderen Buchstaben, etwa t, braucht, 
dann die Faktoren cosx, cos 2x, etc. sitix, sin ix , etc,, welche für 
dio Integrationen constant sind, unter die Integralzeichen steckt und 
zuletzt alle Integrale in ein einziges zusammenzieht, was wegen der 
gleichen Integrationsgränzen sehr leicht ist. Die obigen Reihen nehmen 
dann folgende Gestalt an: 


(6) 

O) 

Zerlegt man jedes Cosinus- oder Sinusprodukt, so findet man 
£ + cosx cos t + cos '2x cos 2t + ... + cos nx cos nt 
\ + $( cos(x — t ) -f- cos 2 (x — t) + ... + cos n (x — 

+ I | cos (x -f- 1) -f- cos 2(x -j- /) ■+• ... + cos n(x-\- t )| 
und ähnlich 

sin x sin i + sin‘lx sin'it + . . . + sin nx sinnt 

— i fcos(x — t) -f- cos 2 (x — l ) -f- ... + cos n (x — t) ] 

— %[cos(x-{-t) + coi 2 (x + 1) + . . . + cos n (.r + /; | 

1* 


f fMh •+- cosx cost + coi 2x cos’it + ... + cos nx cos nt] dt 
0 

I f(t)[sinx sint + sin 2.r sin 2/ + ... + sin nx sinnt] dt . 


Digitized by Google 


und jede dieser Reihen lässt sich leicht sumtniren , wenn man die 
bekannte Formel *) 


cosu + cos 2 «•+•••• + cos nu — — \ + 


«n(2«+ l)y 
2 sin^- 


(8) 


in Anwendung bringt Man findet dann 

| -j- cosxcost + cos 2x cos 2 t + ••• + cos nx cos nt 

sin (2m + 1) sin (2 n + 1) 

+ " 


, . X 1 

4««- 2 — 


. . x + t 


(9) 


sin x sin l + sin 2x sin 2t + ... + sin nx sin nt 
sin (2b + 1) *~2-~ «» (2« + 1) 


, . x — t 

4«»— K— 


4 sin 


( 10 ) 


Die Summen der Reihen (6) und (7) erhält man also aus: 


■/ 


sin (2n + 1 ) 2 “ 

m JZTt dt ± 


/ sin (2a + 1) - 

A0 . .r+7 

«»— h- 


■T + < 
2~ 


-dl (11) 


je nachdem man das obere oder liniere Zeichen nimmt. Man übersieht 
nun gleich, dass wenn der Werth hiervon in ein bloses f(x) übergehen 
soll, wie dicss sein müsste, wenn die Gleichungen (4) und (5) wirklich 
richtig wären, n keine endliche Grösse sein kann, weil sonst eine 
Funktion von x und 7<, aber nicht von x allein herauskämc. Wir 


*) Man überzeugt sich von ihrer Richtigkeit leicht durch beiderseitige 
Multiplikation mit 'hin ~ und naclihcrigc Zerlegung jedes Produktes links in 
eine Sinusdifferenz. 
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werden liier also auf das Problem hingewiesen , den Gränzwerth zu be- 
stimmen, welchem sich ein Integral von der Form 


/ 


f _ x *4" t 
rin (2n +1) — ~~ 

. x + t 


m dt 


für unausgesetzt wachsende n oder 2«+l nähert. Setzen wir zur 
* x + 1 

Abkürzung 2n + 1 = k , -=~- = ( , wo t! die neue Variable ist , so 

stellt sich unser Integral unter die allgemeine Form 

oder wenn wir ^y/'[+(2f' — #)], in so fern diese Grösse von t' 
abhängt, mit <p (t) bezeichnen, unter die folgende: 


J" sin kt' <p (l') dt ' . 


Es kommt nun, wie man hieraus ersieht, blos darauf an, den 
Gränzwerth zu fiuden, gegen welchen ein Integral von der Form 

/ f(t) sin kt dt 

\ 

für unendlich wachsende k convergirt, wobei wir k als eine ganz be- 
liebige Grösse und b > a voraussetzen wollen. 


§• 2 - 

Die soeben ausgesprochene Aufgabe lässt sich auf die folgende sehr 
einfache Weise lösen. Wir führen zunächst eine neue Veränderliche z 

der Art ein, dass x = kt oder l — ist; cs wird dann 

f f{t) «» kt dt — ~ J f(-j-) sin i dt. (1) 
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Unter den Vielfachen der Lu dolph’ sehen Zahl, also unter deu 
Grössen re, 2«, 3 re etc., giebt cs nun ganz sicher eines, welches 
nächst grösser als ak, und eines, welches nächst kleiner als bk ist, 
oder mit anderen Worten, wenn m und n ein paar ganze Zahlen be- 
deuten, so kann man dieselben immer so bestimmen, dass ak zwischen 
(m — l)re und »in, ebenso bk zwischen nn und (»+l)re lallt; wir 
dürfen daher , 

ak = mre — a , bk = »re + ß (2) 

setzen, wo a und ß Grössen sind, welche immer zwischen 0 und re 
liegen. Das nach * genommene Integral umfasst jetzt das Intervall 
mre — o bis »re + ß und wenn wir dieses letzere in drei andere von 
mre — o bis mre , von mre bis nn und von nn bis nn -+■ ß zerlegen, so 
zerfällt unser Integral in 3 andere, nämlich 



die wir jetzt einzeln betrachten wollen. 

Im ersten Integrale setzen wir z=mn — x, woraus sin z — cos mn sin x 
und dz — — dx folgt. Die Integrationsgränzcn für z bestimmen sich 
jetzt aus den Gleichungen z ==* mre — mre , j = mn — (mn — a ) sind 
also i = 0 und z — a. Das Integral geht hierdurch in 

, ix« 1 C ~rmn — x\ . 

— ( — ^) J j — ) sin xd. x 


über, oder, wenn wir die Integrationsgränzcn vertauschen, also dem 
Integrale das entgegengesetzte Vorzeichen geben und statt mre seinen 
Werth ak -J- a setzen, 


(-D 


m 



(4) 
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Es ist nun leicht zu sehen, dass sich dieses Integral für unendlich 
wachsende k der Gränzc Null nähert, wenn für unbegränzt abnehmende 
ä überhaupt 

Lim \if(a + <J)J = 0 
ist; denn in diesem Falle haben wir auch 

und um so mehr 

Un (t f{a + = 0 


weil k unendlich wächst, a und x aber immer endliche Grüssen 
bleiben, nämlich a<^n nach dein Früheren und x a vermöge der 
Integrationsgränzen in (4). Da nun das genannte Integral mit dem 
ersten auf der rechten Seite in' (4) vorkommenden identisch ist, so 
haben wir 



wenn Lim \Sf(a -f- d)] = 0 . 



Setzen wir ferner in dem dritten Integrale in Nr. (3) i = »n + x, 
so geht dasselbe in 

- — t f C J ) s inxdx ~ ( — 1 )" f f(jj — ß ^ J ) sinx dx 

*o 47 0 

über und wenn Lim [Sf(b — d) = 0 ist, für unbegränzt abnehmende J, 
so hat man auch 

Lim [ ß -=^ f(b - ^)) = 0 , Um f(b - ß -=^)} = 0 

woraus folgt, dass das in Rede stehende Integral gegen die Gränzc 
Null convcrgirl. Es ist demnach : 
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nn 


wenn Lim \if(k — d)) — 0 . 


( 6 ) 


Gehen wir jetzt in Nr. (3) zur Gränze fiir wachsende k über und 
setzen voraus , dass die in Nr. (5) und (6) aufgeslellten Bedingungen 
gleichzeitig stattßnden, so ist 


Lim ^ f(t) sinkt dt — Lim f sinz th 

a rnn « 

Lim [Sf(a + d)J = 0 , Lim [Sf(b—i)\ — 0 . 


(?) 


Zerlegen wir das von mit bis nn sich erstreckende Integral in 
eine Partie andere, welche der Reihe nach die Intervalle mn bis (m+l) w > 
(h» + 1)b bis (m+2)n, ... (n — 1)b bis nn umfassen, so ist: 



(m+i) Tr 

(* + !)» 

J,m+3)n 


/ f{ j) Si " ZdZ + 

J f(i) «»* * + 

J « 

Mn 

V 

(m + i)» • 

(*+ 2 )» 




+ 

1 f(-j) sinzJl + 

t/ 

1 fij:) iinid ‘- 


(n — a)n 

(B — l)ff 


Setzt man im ersten Integrale *=»171+3:, im zweiten i=(hi+ 1 )b+ 3 -, 
im dritten i = ( 7 n+ 2 )ji + 3:, ... endlich iin letzten : = ( 7 i — l)* + 2', 
so findet man sehr leicht : 
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mn 


o o 

+ (- 1) "''ff (- + 2 i” +a: ) *« ^ + .... 


+ (-ir* / /■(’ 


/ 




) nit x t/x . 


Die Gleichheit der Integrationsgraden lässt hier eine Zusammen- 
fassung aller Integrale in ein einziges Integral zu, nämlich 


f 

mn 


f(j-)sinnk = 


( 8 ) 


.... + (- 1 ) 


(/« + 1) » + Xx 

A ^ + 

*+*— t — 1)>» + x 


)| sin x dx. 


Wir wollen nun zunächst voraussetzen, dass die Funktion f(t) von 
t = a bis t = b beständig abnelime, ohne jedoch negativ zu werden. 
Sind daun u und r zwei innerhalb des Intervalles a bis l> liegende 
Grössen, so ist für m<d immer /'(«)>/'(») und mithin bilden die 
Grössen 

rFfr. f( '" +l l’ +x ), r(. im+ T* f )- 


eine ahnchmciidc Reihe. Daher sind sowohl die Differenzen: 
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^m*+arj _ + 2)n + ,r ^ _ ^( »»+3) n+.i^ 

als auch die folgenden : 

f + 1 ) " + -f ^ •_ + -) rc + •* j 

^ ^ (»» + 3) n + _ ^ (m + 4)n + .r | 


positive Grössen. Hieraus folgt erstens, dass die Summe der Reihe 
^nn + x ^ _ ^ ('» + 1)* + -^ ^('» +~2)i + .^ _ . 

(9) 

.... + (_i ) -*-V( < »-n«+-) ) 


eine positive Grösse ist, und zweitens, dass dieselbe weniger beträgt, 
als das erste Glied der Reihe. Um das letztere sogleich zu übersehen, 
braucht man die Reihe nur in der Form 


rVPP) - {r( ( " +1 t ),+J ) - + * 

darzustellen, dann sind alle in Parenthese stehenden Differenzen positive 
Grössen und folglich wird eine positive Grösse von subtrahirt. 

Die Summe der Reihe (9) ist demnach zwischen den Gränzen 0 und 
/(=F) enthalten, woraus nach Nr. (8) sich sogleich ergiebt, dass 
der absolute Werth des Integrales 


J«t) 


sin z dz 


zwischen den Gränzen 


/ 


.0 und I / (- — J—~) **» •' d.r 
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enthalten ist. Hieraus folgt dann weiter, dass dem absoluten Wertbe nach 


/ "" pit 

f(~)sinz,h < J 


■ tlx 


oder wegen des Werthes von mn 



sinz <lz < 


mrc 



°+*\ 


sin x dx 


ist. Da wir nun schon friiher vorausgesetzt hatten, dass Lim (d/fa-f d)]=0 
sei, wenn d bis zur Grünze Null abnimmt, so geht unzweifelhaft hervor, 
dass auch 


L!,n (t + ~TT^\ = 0 


ist, sobald k ins Unendliche hinaus wächst. Nach dem Vorigen ist 
dann auch 



mrx 


und nach Nr. (7) 

Lim f fit) sin kl dt — 0 I 

Ja' ( 10 ) 

wenn Lim \3f(a + d)} = 0 1 

wobei diezweite daselbst noch vorkommende Bedingung Lim[Sf\b — d))— 0 
weggclassen ist, weil sie bei einer von a bis b abnehmenden und positiv 
bleibenden Funktion von selbst erfüllt wird, sobald die obengenannte 
Bedingung statthndet *). Bleibt die Funktion /(/) für t=a noch endlich, 


*) Wegen a < b ist nämlich /(«) > /(i), /(A) aber noch positiv. Man 
kann daher auch eine Grösse <t so klein wählen, dass /(<i + d) immer noch 
> f(b — t ) oder d/(A — i) < d/(n + d) ist, woraus sogleich folgt, dass 
£n'»i — d)] = 0 wird, wienn schon Lim [iy(* + d)J = 0 ist. 

SchlömElch, AnnEyt. Stadien. II. 2 
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so ist natürlich Lim [if(a + d)) = 0, es kann aber auch f(t) für t=a 
ins Unendliche hinauswachsen, gleichwohl aber die obige Bedingung 
noch erfüllt sein, für solche Funktionen gilt dann unser Theorem 
ebenfalls. So erkennt Tnan t. B. hieraus, dass 

, r 4 j(» kt dt 

Lun I - y-..-. = 0 

J •ft — a 

a * 


obgleich f(t) = / — ■ für t = a unendlich wird ; denn es ist 


ft — o 

Lim [&f(a + <5)j ss Lim j-^JJ = Lim (y/~ 6 ) = 0 


Eine ganz ähnliche Betrachtung dient uns für den Fall, dass die 
Funktion f(t) von t — a bis t — b beständig wächst, wobei wir aber 
immer wieder voraussclzen, dass alle ihre Werlhe innerhalb dieses 
Intervalles positiv sind. Bann bilden die Glieder 

j. p + ^ + ^( w+2)a + .r | 

.... f (r .± I£±*) , r£=J£±!) 


eine steigende Ilcihc, bei umgekehrter Anordnung dagegen eine fallende. 
Schreiben wir die Gleichung (8) in der Form 


/ 


/’(t) ,inzdz — 


<-■»• />( 


(n — l)n x 


)~f( 


+ (- 1 ) 


(n — 2) n + x 


k 


) + 


1 + m— 1 rnln -f- X\) 

f(— 5T-)} 


sinx dx 


indem wir die dort unter dem Integralzeichen sichende Reihe umkehren, 
so sind jetzt alle früheren Schlüsse wieder anwendbar; der absolute 
Werth von dem obigen Integrale hegt nämlich zwischen: 
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0 und J* f ( — *^~ X ) * tw,g 

0 

und wenn man für nrt seinen Werlli setzt, so folgt nach Division 
mit k, dass 



mn 



o 


ist, woraus man für Liin[if(b — d)] = 0 nach Nr. (7) leicht 

Lim f f(t) sin kt dt — 0 
J a 

wenn Lim \öf(b — d)J = ü 


(U) 


lindel, wobei nun wegen des beständigen Wachsthums der Funktion 
die. Bedingung Lim (d/"(a + d)j = 0 überflüssig geworden ist. Aus 
diesem Satze ersieht man z. B. leicht, dass 


Lim = 0 

J Jb — t 

O 

ist, weil die Funktion f(t) — - die genannten Bedingungen erfüllt. 

/ b — t 

Es hat nun nicht die mindeste Schwierigkeit mehr, den Fall zu 
betrachten, in welchem der Lauf der Funktion f(t) von t=a bis t=b 
ein völlig willkührlichcr ist. Nähme dieselbe während dieses Intervalles 
mehrmals zu und ab, ohne jedoch negativ zu werden, so denke man 
sich ihre Maxima und Minima aufgesucht, welche etwa für t = «, 
t = ß, < = y, etc. eintreten mögen und zerlege das fragliche Integral 
wie folgt 

f f{t) sin kt dl 

n 


= f f(t) sin kt dt + f f{t) sin kt dt + f f(t) sin kt dt 
Ja Ja J ß 

+ f f(t) sin kt dt . 


+ . ... 
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Da nun eine Funktion zwischen einem Maximum und dem nächsten 
Minimum entweder blos ab- oder blos zunimmt, so sind auf jedes der 
einzelnen Integrale die Schlüsse anwendbar, welche uns zeigten, dass 


Lim 



sin kt tll — 0 


( 12 ) 


sei, wenn f{t) von t = a bis t = b entweder nur ab- oder nur zu- 
nimmt; es nähert sich also jedes einzelne der Integrale rechts der 
Gränze Null und folglich ist wieder der Gränzwerlli des Integrales links 
= ö. Ginge die Funktion f(t) an einer der Gränzen t = n oder 
t = b ins Unendliche hinaus, so muss wieder Lim (i'/’(n + e))J oder 
Lim [if(b — ä)j = 0 sein. 

Auch für solche Funktionen f(J), welche stellcnwcis negativ werden, 
gilt die Gleichung (12) noch. Wäre z. B. f(t) positiv von t = a bis 
t — fi , negativ von l=fi bis t==v und dann wieder positiv von t—v 
bis t = b , so zerlege man wie folgt 

f f(t) sin kt dt 


= f(t) sin kt dt + / f(t) sin kt dl / f(t) si 

»' a ♦' « v 


sin kt dt . 


Das erste, und dritte Integral rechts nähern sich der Gränze Null, 
weil in ihnen f{t) stets positiv bleibt; schreibt mau das zweite in 
der Form 

— I [— f \t))sinkt dt 

so bleibt hier ( — f(t)) positiv, weil der Voraussetzung nach f(t) von 
t = fi bis < = » negativ ist, und folglich convergirt das Integral 

f ( — /"(<)) sin kt dt 

gegen die Gränze Null, wodurch man wieder auf die Gleichung (12) 
zurückkomml. — Nach allen diesen Bemerkungen können wir den 
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Satz aussprechen: „bleibt f(t) von t = a bis t = b stetig und endlich, 
so ist 

Lim i f(t) sin kt dt a 0 (13) 

*• a 

sollte aber an einer der Gränzen a oder b die Funktion ins Unendliche 
hinausgehen, so ist zur Gültigkeit jener Formel noch die Bedingung 

Lim (J/^n+d)) = 0 respektive Lim [if(b — i )) = 0 
erforderlich.“ 

Dieses Resultat lässt sich mit der grössten Leichtigkeit auf den 
Fall ausdehnen, dass die Funktion f(t) während des Inlcrvalles t = a 
bis t = b mehrmals unstetig oder unendlich wird. Man braucht sich 
nur zu erinnern , was man unter dem bestimmten Integrale einer un- 
stetigen Funktion F(t) versteht, um diess sogleich einzusehen. Erleidet 
nämlich die Funktion F(t) an der Stelle t=.fi eine Unterbrechung 
der Continuität, so hat F(jx) plötzlich zwei Wcrthe, wenn sonst F(t) 
immer nur einen einzigen besass; der eine von ihnen, den man mit 
Lim F (fi — d) = F(fi — 0) bezeichnen kann, ist der End werth der bis- 
herigen Reihe von Werlhen, welche F(t) gehabt hat, der andere: 
Lim F(fi + d) = F(ft + 0) bildet den Anfang einer neuen Reibe von 
Werthen, wie man am leichtesten sich veranschaulichen kann, wenn 
man u = F(t ) geometrisch als Curve construirt. Wird nun F(t) 
zwischen a und b mehrmals unstetig, etwa für ( = a, ß, y, ... so 
besteht die Funktion F(t) aus einer Partie einzelner Funktionen, welche 
für sich stetig sind, denn man kann sich denken, dass F(t) von a bis 
a — 0 mit der Funktion 0(t) zusammcnfällt, von o + ö bis ß — 0 mit 
der Funktion V(t), von /S + 0 bis y — 0 mit X(t) u. s. w. Das be- 
stimmte Integral 

/ F(t) dt 

*' a 

d. h. die Fläche der durch die Gleichung u=F(t) charakterisirten 
Curve, ist in diesem Falle nichts Anderes als die Summe von folgenden 
Integralen : 
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— 0 • .-.ß — 0 — U 

/ + / ^(0 dt + / ^(0 dt + ... 

‘o+O ‘/J+0 

oder auch 

p a ~ 0 /'/3 — 0 l'J' — 0 

/ 0(0 i/t + J nt)<u + J x(t)iu + ... 

" “ ' a+ö ‘ /9+0 


Wäre also in unserem Falle die Funktion f(t) unstetig an den 
Stellen < = «, ß, y, ... etc., sänuntlicli zwischen n und b enthalten, 
so würde mail von t=a bis /=a — 0 durch eine stetige Funktion <p(0, 
von < = a + 0bis l = ß — 0 etwa durch y{t) etc. ausdrücken und 
demnach : 

f f(t) sin kt dt 


«-0 W >-0 

f f(t) sin kl dt + J f(t) sin kt dt + 

“ a+0 


- 0-0 fl — 0 

= I <p(t) sin kt dl + / ip(t) sin kt dt + 

‘a+O 


setzen können. Jedes der einzelnen Integrale nähert sich wegen der 
Continuität der darin vorkommenden Funktion für wachsende k der 
Gränze Null und folglich ist wieder 


Um 



sin kt dt = 0 . 


Auch der Fall, dass f{t) an einer der Stellen a, ß, y, ... oder 
an mehreren unendlich würde, lässt sich leicht behandeln. Wäre r 
eine solche Stelle, so zerlege man wie folgt 



sin kt dt 


/ f(t) sin kl dt 

• a 



sin kt dt 


und jetzt passt auf jedes der Integrale rechts die Bemerkung, welche 
wir früher für den Fall machten, dass die Funktion f(t) an einer der 
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Integrationsgränzen ins Unendliche hinausginge; zum Verschwinden der 
Integrale sind nämlich die Itcdingungcn 

Lim \if{x — i))j = 0 und Lim p/"(r + d)| = 0 ' 

erforderlich. Ebenso würde man verfahren, wenn f{t) zwischen n und 6 
mehrmals unendlich würde. 

So lässt sich nun das Gesammtrcsultat dieser ganzen Untersuchung 
in folgendem Salze zusammenfassen : 

„ßlcibt die Funktion f(t) von <==« bis t==!> endlich, gleich- 
viel ob sic Unterbrechungen der Stetigkeit erleidet oder nicht, so ist 
für unendlich wachsende k 

Lim f f(t) sinkt dt = 0 (14) 

Ja 

wird sie aber innerhalb jenes Intervalles an einer oder mehreren 
Stellen , die durch l — j bezeichnet werden mögen, unendlich, so gilt 
diese Gleichung nur dann, wenn noch die Bedingung 

Um [if{i + ,))] = 0 (15) 

für unendlich abnehmende 5 erfüllt ist.“ 


§• 3. 

Durch seine Einfachheit und Allgemeinheit wird uns das soeben 
entwickelte Theorem zu einer reichen Quelle neuer Sätze von eigen- 
tümlichen Gepräge. So ist cs z. B. sehr leicht, aus demselben den 
Gränzwerth abzulciten, gegen welchen das Integral 



F(t) dt 


worin c eine positive von Null verschiedene Grösse bezeichnet, bei un- 
ausgesetzt wachsenden k convcrgirl. In der Tliat beruht die Auflösung 
dieses Problems auf weiter nichts, als auf der einfachen Substitution 


m = 


m - F(0) 

t 
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Selzen wir darin F(t ) als eine von t = 0 bis t — c endliche 
Funktion voraus, die aber beliebig viele Unterbrechungen der Stetigkeit 
erleiden darf, so bleibt auch f(t) eine endliche Grösse, nur stellt sic 
sich für < = 0 unter die vieldeutige Form g, deren wahrer Werth 
möglicherweise auch unendlichgross sein könnte. Für diesen Fall haben 
wir aber, wenn im Theoreme des vorigen Paragraphen v = 0 genom- 
men wird, 

Lim (<)/•(())] = Lim (F(«J) — F(0)j 

d. i. Null, weil wir F(0) als endliche Grösse voraussetzen. Es ist 
demnach 

Um fW-™ *** - 0 
1 

oder wenn man die einzelnen Thcile integrirt 



Führen wir eine neue Variable z = kt auf der rechten Seite ein, 
so wird 




und nach dem Vorigen 




sm z . 

dz. 

x 


Man weiss, dass der Werth des Integrales rechts = \y ist, in- 
dessen hat man nicht nüthig, diese Kcnntniss vorauszusetzen, denn 
wählt man die Funktion F(t) so, dass sich die auf der linken Seite 
verlangte Integration 'ausführen lässt, so gelangt man von selbst zu 

t 

dem Werthe des Integrales rechts. So ist z. B. für F(t) = e , c=a o 


. . f* titt kt 
Um] — e 
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und wenn man berücksichtigt , dass Arctan k der Werth des Integrales 
links *) ist , so findet man als Gränzwerth dafür und folglich 



Nach dem Vorigen ergiebt sich nun das Theorem: 

Um F(t ) dt = ~ F(0) . (1 ) 


Diess lässt sich leicht in einer anderen sehr bemerkenswerthen 
Form darstellcn, wenn man berücksichtigt, dass 


sin kl 
t 



k 

cos tu du 


ist, wobei t als Constantc für die Integration figurirt. Durch Substi- 
tution dieses Wertlies verwandelt sich das vorige Integral in 

e k 

f F(t ) dt f cos tu du 

'*'0 *•' 0 

und durch Umkehrung der Integrationsordnung in 



F(t) cos ul dt , 


*) Man findet diess leicht anf folgende Weise. Sei 

u = r* iitir' d. 

Jo * 

so folgt 

£ = f* cos kt r’ dt 

nnd wenn man diese Integration ausluhrt ^ = j-^-p , folglich u = Arctan k, 

wo nun keine (konstante hinznznfügen ist, weil ans dem ursprünglichen Wcrthe 
von u hervorgeht, dass für k = 0 auch «=0 wird. 

2 * 


Digitized by Googl 


20 


Cap. I. 


Gellt man liier zur Gränzc für unendlich wachsende k über, so 
wird nach Nr. (1) 



F{t) cos ul dt — ^ F{ 0) 


( 2 ) 


und wenn man F(t) = q> (x + 1) sclzt, wo x in Bezug auf die Inte- 
grationen nach i und u constant bleibt 



q(x-\- 1) cos ut dt 


(3) 


und mittelst dieses Thcorcmes kann man jede Funktion, welche von 
x bis x + c endlich bleibt, in ein bestimmtes Integral verwandeln. 
Wir wollen uns jedoch bei Formeln dieser Art vor der Hand nicht 
aufhallen, da wir später auf diese ganze Klasse von Beziehungen aus- 
führlicher zu reden kommen. 


Nimmt man in der Formel (1) 


m = 


t 

sin t 


m 


wobei f(t) von / = 0 bis t = c endlich bleiben soll, aber beliebig viele 
Unterbrechungen der Stetigkeit erleiden darf, so bleibt auch F(t) 
endlich , sobald c < n und daher ist das genannte Theorem in diesem 

S 

Falle anwendbar; zugleich hat man F(0) = Lim = /'(0) mithin 


r , . 

Um füntf® dt = T^( 0) ' *> c >°- (■*)*) 

%r 0 

Wäre dagegen c = n, so würde man die Formel (1) nicht un- 
mittelbar anwenden können, weil dann F(t) innerhalb des Intervalles 


*) Die obige Formel, sowie die in Nr. (8) und (fl) vorkointnendcn, bat zuerst 
Lejcnnc llirichlct entwickelt in Grelle ’s Journ. lid. 4, S. 94. und 
Iheilveeis einfacher in Dove’s llcpcrtorlum Bit. 1, 8. 152. Die sehr elegante 
Ableitung jenes scharfsinnigen Geometers bestellt darin, dass die Zerlegung, 
welche in §. 2 für das Integral unter Nr. (I) daselbst gezeigt worden ist, un- 
mittelbar auf das obige Integral angewendet wird. 
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< = 0 bis t = n, nämlich am Ende desselben, unendlich würde. Man 
hat min - aber 



sin t 


o 



A t)dt + 



I 


und wenn wir * im zweiten Integrale rechts t = n — t' setzen , und 
zugleich das bisher ganz beliebige k zu einer ungeraden Zahl machen 




t\t) dt + 



f(n — t')dt' . 


Hier ist das Theorem (4) auf jedes der Integrale rechts anwendbar 
und giebl daun 


Um J = ^-(AO) + A«)J 


(S) 


Aus den Theoremen (4) und (5) lässt sich 
wcrlli des Integrales 



nun leicht der Gränz- 


(6) 


für den Kall ablcilcn, dass c eine ganz beliebige positive Grösse be- 
deutet. Wir haben dazu die Unterscheidung zweier Fälle nüthig; ent- 
weder nämlich ist c gerade ein Vielfaches von n, also etwa =sn, wo 
s eine positive ganze Zahl bezeichnet, oder c steht unter der Form 
tn -j- y, wo y zwischen 0 und n liegt. 

Im ersten Falle c=sn zerlege man das Integral (ß) in die »folgenden 


/»* . , 

I sin kt 

J sint 


mdt + 


fat)di + 


/ sin kl 

lh>T 

n 

/ sin kl 


3, 

I sin kt 
I sin i 
2™ 


f(t)dt + 


f(t)dl 


(» — l)ff 
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und subslituire unter Voraussetzung eines ungeraden k in das zweite 
Integral < = in das dritte t — 2n -f- 1' etc. in das letzte 

t = (s — 1 es wird dann 

nt) dt 

■t')M + J* n+()dt' + ... 

0 0 0 

+ — + ( 7 ) 

0 

und auf jedes dieser Integrale lässt sich das Theorem in (5) anwenden, 
wenn man sich der Reihe nach 

m = m , f{* + o , f’v* f{(‘- 1)* + f) 

gesetzt denkt; man erhält daher für die rechte Seite in (?) den 
Gränzwerth : 



[m + A*)) + y (A») + A2»)) + y (A2«) + A3»)) + ... 
... + y (/((*- 1)*} + A«)) 


also durch Vereinigung der gleichen Grössen: 


Lim 


/ sin kt 

Iht 


fit) dt 


= »(jAO) + A») + A2») + ... + + 4 /■(*»)) - (8) 

Handelt es sich dagegen um den Gränzwerth des Integrales 


/ 


srt+Y 
sin t ' 
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so zerlege man es in die beiden folgenden 

< kl, 

+ 


/ sin kt . / j 


**+y 
.«/( X'/ 


sin < 


AO* 


und setze im zweiten ( = w + (’, so findet sich leicht 

/ f n+ y /»*« pr 

nn t I smt I sin t ' 


n -f- t') dt' . 


Den Gränzwcrth des ersten erhält man nun nach Formel (8), 
den des zweiten nach Formel (4), wenn man sich daselbst c = y, 
/"(<) = f(sn + t') gesetzt denkt. Es ergiebt sich so 


Lim 


/ ,»*+r 

sin kt . , 
— s — r fit) dt 
sm t ' 


= »(iAO) + A*0 + A2«) + A3») + ... + A»)) 
* > y > o . 


( 9 ) 


Lässt man in den Formeln (8) und (9) die ganze positive Zahl s 
ins Unendliche hinaus wachsen , so werden die auf der jedesmaligen 
rechten Seite stehenden Reihen unendlich, und dann entscheidet ihre 
Convergenz oder Divergenz, ob der Gränzwcrth des Integrales links 
eine bestimmte angebbare und endliche Grösse ist oder nicht. Man 
hat dann in Zeichen 


, . / sin kt , , 

Lim I f{t) dt 

I smt ' 

= + fin) + fi 2*) + A3») + ... in mf). 


( 10 ) 


Um hierzu ein wenigstens nicht ganz gewöhnliches Beispiel zu 
geben, wollen wir eine Relation zwischen zwei Reihen entwickeln, die 
man sonst aus der Theorie der elliptischen Funktionen abzulcitcn pflegt. 
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Setzen wir nämlich in der aus der~Gammafunklioncntheorie bekannten 
Formel (§. 12, Nr. (5)J: 


I. 


— («O 1 'fn (a) 

cos 2 bt e dt — - 5 — e 
2 a 


für b der Reihe nach 0, 1 , 2 , ... « und addiren alle so entstehenden 
Gleichungen, wobei wir aber die erste blos halb nehmen, so wird 


dt 


/ , _(«')’ 

{^+coj 2 < + cos 4t + ... + cos 2 « t J e 

= {*. + e fc) + r(‘-) + ... + } 

2 « 

d. i. wenn man die unter dem Integralzeichen stehende Reihe sumiuirt 
sin ( 2 n -f- 1 )/ — ( at Y 


S. 


sin l 


dt 


= u + •' 

a 




+ ... + e 


Lassen wir nun 2«+ 1 = 4- ins Unendliche wachsen, so wird die 
(n + 1) gliedläge Reihe rechts zu einer unendlichen, und nach Formel (10) 
ergiebt sich jetzt, wenn 

m = « 


gesetzt wird, sehr leicht die Relation 

” (5 + 


_(a „) 3 — Qlan)' 

e 


( 3 a *) 5 


+ e + c + i 

3, 


= '{jL 4 . e («) + e + e + ....} 


die sich in eine weit elegantere Form bringen lässt, wenn man 
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selzt, woraus 


)’ — (-) 

= p , e « = 


— a 1 ti 2 = l/> . — -Ti = 


Iq = 7i 2 


folgt. Ausserdem hat man noch 

*■ * , 

n = = / <(£) '(7) 

i - - fitp fäi 

und wenn man diese Wertlie substituirt, so gelangt man zu folgen- 
dem Satze: 

findet zwischen den beiden ächten Brüchen p und q die 
Relation 

‘(y) '({> = "• 

statt, so gilt die Gleichung: 

(i + P + P* + V* + P'* + ■ 

» * 1 

= fäj) (i + 9 + '/ + + ?’* +••••) 

welche ursprünglich von Cauchy gefunden worden ist*). 


*) M. s. unter dem Vielen, was hierher gehört, Abcl’s Note in Crelle’s 
Journal, Hand 4, S. 93. 
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Ein Blick auf die bisherigen Schritte der Betrachtung lässt er- 
kennen, dass ein ganz ähnlicher Gedankengang zu den GrSnzwerthen 
der Integrale 

fm ca» kt dt, J^F{t)dt, 


führen muss und es würde in der That nichts leichter als diese Durch- 
führung sein. Kürzer jedoch gelangt man durch Reduktion der vor- 
stehenden Integrale auf die bereits bekannten zum Ziele. 

Aus dem am Ende von §. 2 ausgesprochenen Theoreme folgt 
nämlich für f(t) = y (i + 0 , wo \ eine willkührliche Constantc be- 
zeichnet 


Lim I (p (X+t)sinktdt 

J a 


= o 


(i) 


wobei noch vorausgesetzt wird, dass Lim ^/"(f + d)] =0 oder 

Lim fd<]F (1 + t + d)J = 0 (2) 

sei. Setzen wir nun A + f = t', so folgt sehr leicht 


/‘ 


<p (X + t) sin kt dt 


-A 


+X 

q> (f) sin k (f — X) dt' 


= cos \k 


J <J> (<')«'" 


kl’ dt' — 


0+1 


/ 4+1 

<p(t‘) cos kl' dt' 


0 + 1 


'Wenden wir aber auf das erste Integral rechts das oben cilirtc 
Theorem selbst an und berücksichtigen die Gleichung (1), so folgt 



und da der Faktor sin Xk für wachsende k sich nicht der Null nähert, 
so muss: 
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Lim I if (t) cos kt dt = 0 
* «+i 


sein unter der in Nr. (2) angegebenen Bedingung. Lassen wir am 
Ende das bisher beliebige X bis zur Gränze Null abnebmen, und 
schreiben f, t für q , t' , so ist 


Lim 



cos kt dt = 0 


wenn 


Lim \if(t + d)J = 0 


I 


( 3 ) 


ganz analog dem früheren Theoreme in §. 2. 


Hieraus kann man ebenso wie in §. 3 den Gränzwcrth von 



ablcilen, indem man für f(t) und nachher für t ganz die nämlichen 
Substitutionen vornimmt wie dort; man gelangt auf diese Weise zu 
der Relation 



die zwar formell ganz richtig, materiell aber unbrauchbar ist, weil 
das Integral auf der rechten Seite unendlich wird. 

Setzt man in Formel (3) 


m = 


7 «) 

cos t 


so bleibt f(f) endlich, wenn q(t) cs ist, so lange als t weniger als 
— betrügt; nehmen wir daher o = 0, b<^~^, so ist 

Lim J * C y S i <JP (0 dt — 0 , b < -g- 

O 

oder wenn wir der Symmetrie wegen c und / für b und 7 schreiben 

Lim f f(t) dt = 0 , -£>c>0. (4) 

J cos t * 


Schlömilcb, Analft. Studien. II. 
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Für e = -g- dagegen wird die Sache anders; setzt man liier 

t = — ( und nimmt für k eine ungerade Zahl von der Form 4n+l, 
so Gndet man leicht 

/ ? 

cos kt I sinkt' * 7t . , 

-f(t)(h = I -7-rfi-ä — H dt' 

cos t I Silit ' v 2 ' 

0 o 

und mithin durch Uebergang zur Gränzc für unendlich wachsende k 


Lim 


/ ? 

cos kt , , 7i . / n \ 
— m „ t = 


(5) 


Handelt cs sich ganz im Allgemeinen um den Gränzwerth von 


/ 


cos kt . , 

■ — y fit) dt 
cost ’ ' ' 


wo c eine ganze beliebige Grösse und A von der Form 4«+l ist, so 
hat man blos die beiden Fälle zu unterscheiden, ob für ein ganzes 
positives s, 

c = (s + j)n oder e = (* + £)* -f- y 

ist, wo dann y zwischen 0 und n liegt. Im ersten Falle zerlege man 
wie folgt: 

■»(*+!)» „5 ,»(»+£)* 


cos kt I cos kl , , / cos kt „ „ 

—rfit) dl = I f(t) dt + I fit) 

cost J cost ' ' ' T J \ cos t 1 w 


dt 


und substituirc im zweiten Integrale auf der rechten Seite 
so wird 

fefni+0«. . 
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Durch Anwendung der Formeln (5) in diesem und (8) im vorigen 
Paragraphen wird jetzt 

r»(* + *)» 


Lim 


cos kt 
cost 


m dt 


(«) 


= »(Ai») + Ai») + Ai») + ... + U(^»))- 

Im Falle c = (i + |) n + y dagegen zerlege man wie folgt 


/ (*+i)»+r ri'Tjy»Tr 

r~m<u + \~mdt. 

cost ' v ' J cost J CO*«' W 

® o (» + i)n 

Der Gränzwerth des ersten Integrales rechts findet sich nach 
Formel (<>) selbst; um den des zweiten zu bekommen setze man 
t = (»+*)» + *' 
es gehl dann das fragliche Integral in 


n(*+i)» 


, (*+!)*+>' 


/ sin kt' ,2s +1 jy 

ätA“ T- n+t > at 


über, dessen Gränzwerth nach Formel (4) in §. 3 gleich /*( ”) 

ist. Daher ergiebt sich nach dem Vorigen 

^(* + i )*+y 
'f(t)dt 


Lim 


/ S* + i) 

cos kt 
cost 1 


( 7 ) 


— » (Ai») + Ai») + Ai») + • < • + f{ 2 " ”)) 

» > y > o . 

Lässt man noch s ins Unendliche wachsen, so vereinigen sich die 
Formeln (6) und (7) zur folgenden: 


Lim I c 2±l^ f(t) dt 
I cost ' 

= »fAi») + A i») + Ai») + ••• in W-l • 


( 8 ) 
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Diese Formel lässt sich auf ähnliche Weise benutzen , nie die 
entsprechende in §. 3. So findet man z. D. mit ihrer Hülfe leicht: 



, _ («»)’ 

{ £ — cos 2 1 + COS 4t - ... + cos 4 nt { e dt 

cos( 4n ■+• 1)< — («')’ 

e ul. 

cost 

Lässt man liier n, also auch 4«+l =A ins Unendliche wachsen, 
so ergiebt sich nach Formel (8) sogleich 



und wenn man noch 



setzt, so gelangt man zu dem Satze: 

findet zwischen den beiden ächten Brüchen p und q die 
Relation 



statt, so gilt die Gleichung: 

(i - V + P' — P* + P" — • •• •) 




— f(f) ('/ + '/ + '/ + q"‘ + ... ) 
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§• 5. 


Durch die Betrachtungen der beiden vorigen Paragraphen sind 
wir nun in den Stand gesetzt, die Summe derjenigen uneudiidicn Reihe 
zu bestimmen, von welcher das bestimmte Integral 



ros nt (l «) dt 


das allgemeine Clied ausmacht. Setzen wir nämlich vor der Hand 
m = 0, 1, 2, ... n und addiren alle so entstehenden Glieder, wobei 
wir dem ersten derselben noch den Coeflizicnten I geben, so entstellt 
zunächst die folgende endliche Reihe : 


i f füllt + f f(t) cos(t + u)dt + f flt)cort(t+a)dt + J 

* 0 *' 0 *' 0 _ I 

. . . -f- f f(l) cos «(< + «) dt 

die sich kürzer in die folgende zusammenfassen lässt 


( 1 ) 


J fü 0 + cos(t + o) + cos 2 (f + «) + 


. . + cos n (< -j- a)] dt 


worin man die unter dem Integralzeichen stehende Heihe nach der 
schon einmal benutzten Suntmiriiugsformcl zusammeuziehen kann; man 
erhält so 



sin (2h 


2sin 


t -f- a 


dt . 


(2) 


Bezeichnen wir zur Abkürzung 2n-f-l mit h und lassen n, also 
auch k unendlich wachsen, so ist jetzt mit Unterscheidung der beiden 
Zeichen nach (2) und (1): 


3 
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u "fWz bjjVw* ‘ 3 > 

0 

f(t) dt -f- J f(t)co$(t — u)dt -f- / f\t)cos'2(l — «) </< 4" .. in inf. 


und 


"■/SiStS/®* 


(4) 


— \ f fü) dt + f f[Jt)coi{t-\-a,)dt -j- / f\t)cos'iii-\-a)dt ..ininf. 

*' 0 *' 0 *■ o 

und liier handelt es sich blos noch um die Aufsuchung der Gränz- 
wcrllie links, welche auf folgende Weise sehr leicht zu bewerk- 
. stelligcn ist. 

In dem Integrale (3) setzen wir £( t — a) — tt, woraus < = a + 2«, 
dt='2du folgt; die Gränzwerthe für « sind dann £(« — o) und ^(0 — a), 
wodurch das Integral in das folgende fibergeht 


/ 


i (*—«■) 

Sin, ' U f(a + 2 u )d« 


sm u 


welches sich in die beiden folgenden zerlegen lässt: 

ii(« — ») 


/ sin hl 
sin u 

— i“ 


f(a -f- 2u) du + 


/ t V' — 
sin u 1 


+ 2«) du . 


(3) 


Setzen wir im ersten i< = — t, im zweiten u — l, so ändert sich 
das letztere weiter nicht, das erste dagegen geht in 



über, worin wir durch Vertauschung der Gränzen wieder das positive 


Digitized by Google 


Die Fourier’schen Reihen. 


39 


Vorzeichen hervorrufen. Die Summe in (5), d. h. das Integral (4), 
stellt sich nun in die folgende Form : 



0 


+ 


/ 


(<* — “) 

0 *. 

sin t 


( 6 ) 


Für die Aufsuchung der Gränzen, welchen sich diese beiden Inte- 
grale hei unendlich wachsenden k nähern, macht sich die Unterscheidung 
dreier Fälle hinsichtlich des a nüthig, ob nämlich a=0, oder zwischen 
0 und n enthalten , oder endlich = n ist. Im ersten Falle annullirt 
sich das erste Integral wegen der gleichen Integrationsgränzen, die es 

erhält, und das zweite convergirt nach Formel (4) in §. 3 für c = -^ 

gegen den Werth /"(+ 0); liegt zweitens a zwischen 0 und n so 
hat man gleichzeitig 

und 


und folglich sind nach dem soeben genannten Theoreme f(a — 0) 

und -^-/(a+O) die Gränzwerlhe unserer Integrale. 

Für a — n endlich verschwindet das zweite Integral in (6) und 
das erste nähert sich der Gränze -y f(n — 0). Die Summe der unend- 
lichen Reihe in Nr. (3) wird also 


-Ja+0). 




je nachdem 

o = 0, n^>a)>0, a — n 

ist, mithin verschieden nach den drei für ot betrachteten Fällen. 

Nicht minder leicht ist die Diskussion des Integrales in Nr. (4). 
Für 4(1 + «) = « geht dasselbe in das folgende über: 
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/ 


i (»+«) 

sin tu 


sin u 


f( — u -+■ 2m) du 


welclies wir wieder, t für « schreibend, in die zwei nachstehenden 
Zerfällen: 



u -{- 2i) dt 



f{— a + 2t) dt . 


0 ) 


Hinsichtlich des a unterscheiden wir wieder die drei vorhin be- 
trachteten Fälle. Für a = 0 annullirt sich das zweite Integral und 

das erste convergirt gegen yA+ 0 )i liegt zweitens, a zwischen 
0 und n, so finden gleichzeitig die Ungleichungen 

n > ^ > 0 und n > f|o > 0 

statt, woraus folgt, dass yA — o + 0) g" A — a +0)> d. h. Null 

der Gränzwerth des ganzen in (7) stehenden Ausdnickes ist, für a = n 
endlich wird £(» +<*) = » uni * < * ann niüsscn wir auf das erste Integral 
in (7) die Formel (5) in §. 3 und auf das zweite die Formel (4) eben- 
daselbst auwenden; diess giebt den Gränzwerth: 

y (A- * + 2») + A— » + 0)} - f A-* + 0) 


Die Summe der in Nr. (4) vorkommenden unendlichen Reihe 
wird demnach 

yA+0), 0, y A* + 0) 

je nachdem 

a = 0, n>«>0, a~rt 

ist. Addircn wir jetzt die Rcilicn in (3) und (4) unter Berücksichtigung 
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ihrer Summen, so findet sieh nach beiderseitiger Division mit n, dass 
die Summe der unendlichen Reihe 


1 2 r 71 9 c n 

— I + cos a — / f(l)coshlt + cos 2« — ■ / t\l)cos '2t dt -f- .... 

n J n J nj 


o 

durch 


m. rw 


ausgedrückt wird , je nachdem a = 0 , zwischen 0 und n enthalten 
oder =n ist. Bleibt nun die Funktion f(x) an der Stelle x=a stetig, 
so ist 


f(a — 0) + f(a + 0) 
2 


= /•(«) 


erleidet sie aber daselbst eine Unterbrechung der Conlinuitüt, so ist 
der vorstehende Ausdruck das arithmetische Mittel aus den beiden 
Werthen, welche ihr an der genannten Stelle zukominen. Schreiben 
wir x für a und setzen zur Abkürzung 

2 f n 

A n — — / f(t) cos nt dt (8) 

so erhallen wir jetzt folgendes Theorem: 

Bleibt die Funktion f(x) endlich und stetig von .r = 0 bis 
x=n, so gilt die Gleichung 

f(x) = iA 0 + A t cos x + A, cos 2.r -f- A i cos 3x + ... (9) 

für alle Wcrthe von x = 0 bis x — n inclusive beider Gränzen; 
erleidet sie aber an irgend einer Stelle dieses Intervalles eine Unter- 
brechung der Conlinuitüt, ohne jedoch dabei unendlich zu werden, 
so ist die Summe der obigen Reihe gleich dem arithmetischen Mittel 
aus den beiden Werthen, welche dem f(x) au jener Stelle zukommen. 
Durch Subtraktion der Reihe (4) von der in (3), unter Berück- 
sichtigung ihrer Summen, ergiebt sich ganz ähnlich, dass die unend- 
liche Reihe 

siti u — f f(t) sin t dt + sin 2« — f f(t) sin 2t dl + .... 

71 J ™ J 

o o 

3* 
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0 


/■(« — 0) + /■(«« + 0) n 
2 


zur Summe Lat, je nachdem o=0, oder n=n ist. Wir 

können daher dem obigen Theoreme das folgende an die Seite stellen, 
worin zur Abkürzung 

2 r * 

Ii„ — — / f(l) tin nt dt (10) 

" • 

gesetzt worden ist. 

BleibL die Funktion fix) endlich und stetig von # = 0 bis 
.T=7i, so gilt die Gleichung 

f(.r) = Zf, sin x + B t sin 2x + /?, sin 3a: + .... (11) 

für alle Wcrthc von # = 0 bis x = n exclusive beider Gränzen, 
an welchen die Iteilie verschwindet ; erleidet aber f(x) an irgend 
einer Stelle dieses Intervalles eine Unterbrechung der Continuität, 
ohne jedoch unendlich zu werden, so ist die Summe der obigen 
Reihe gleich dem arithmetischen Mittel aus den beiden Werlhcn, 
welche dem f(x) an jener Stelle zukommen. 

Für negative x gelten beide Theoreme nur in besonderen Fällen, 
das erste, wenn die Funktion f(x) die Eigenschaft f{ — x)=f(x) be- 
sitzt, das zweite, wenn — x) = — f(x) ist. 


§. 6 . 

Die Allgemeinheit der beiden Theoreme in (9) und (11) lässt eine 
grosse Anzahl spezieller Beispiele zu, von denen wir einige der haupt- 
sächlichsten mehr andeuten, als entwickeln wollen, da es sich hei 
diesem Galcül immer nur um ganz gewöhnliche Integrationen handelt. 

1. Beispiele für das Theorem in Nr. (9). 

1) Für f(.t)—x findet man leicht unter Anwendung der bekannten 
Reduktionsformcl 

J ü Vdt = V f' Vdt — fd V f Vdt 
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für V=l, V = cos nt 


2 cos im 
An = -■ 


n 


•} 


(I) 


und hieraus ohne Schwierigkeit 

n 4 {cos x , cos iix ( cos 5a: t 
x ~ ~~ Yv' + ~ 3 ~ + ~5 r ~ + 

7 i ^ .r — 0 1 

für x = 0 oder x = n erhält man hieraus eine schon bekannte 
Summenforincl , für a: = -3- eine blose Identität. 

2) Nehmen wir f{x)~ cos fix , wo fi einen hcücbigen Bruch be- 
deuten soll, so wird 

I cos fit cos nt dt = lj j'cos (j.i — n) l + 4 J ' - oi (f* H" ") * 
woraus sich dann weiter ergiebt 


A n 


2 ft sin fi 7 t ( — 1) 


■ + i 


n‘ — fi‘ 


und weiter 
71 cos fix 


1 t ft cos x fi cos 2a: , fi cos 3.r 
= ö7. + l» * + 3* — u* 


2 sin fi 7 t 2 fi T 1* — fd 2 1 fi 

« > -r > 


( 2 ) 


indem die Formel auch für negative x gilt vermöge der Eigenschaft 
f( — x) = f(x), welche cos fix zukommt. Die Sjiczialisirung x — n 
gieht 


n i * 

Tr cot fiit = s- — 


£ * (3) 

2 — — 2 n 1* —fi* 2‘— fi 1 3* — fd v ’ 

was mit einer anderwärts bekannten Formel übereinstimmt. Multiplizirt 
man diese Gleichung mit ‘Idfi, integrirt und bezeichnet die Constantc 
der Inlegration mit lk, so findet man leicht: 

l sin fiit = lk + Ifi + l(V — fi 1 ) + l( 2* — fi 1 ) + .... 

oder 

’ijLtl— 4(l> — fi 1 ) (2* — fi 1 ) (3* — fi*) .... 

H’ 
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Durch Uebergang zur Gränzc für unausgesetzt bis zur Null ab- 
nehmende n lindel sich hieraus 

jt = Ä- 1* . 2* . 3 5 

und wenn man mit dieser Gleichung in die vorhergehende dividirt 

^ < 4 ’ 

Setzt man hier p n = u , so kommt man auf die bekannte Formel 

*Ü! K = M (1 — J~) (l- ä “l.) (1 — gf^,) .... (5) 

. rin 2 u 

aus welcher man mittelst der Relation cos u = ,r~: — leicht die ent- 

2 siii u 

sprcclicndc Formel für den Cosinus ableilct. 

3) Erinnert man sich der Intogrationsformel 


/■ 

so (indet man Igicht 


c< , „ n sin nt + c cos nt ci 
c cos nt dt = . — i — . e 


C 1 + n‘ 


l wr i 

\e cos nit — 1 


) 


I e‘ cos )d dt — — j— 7 — , (e 
J c* + n 

0 

und wenn man ee= + a, c = — « setzt und addirt 

/ n ( <n . —ai\ , acosnn t art x~an\ 

+ « ) cos ”t dl = fe — e ) . 


Für f{x) =s e + e ergiebt sich hieraus 

2 O ( — 1 ) / an — c 


. 4 — 1) / — a/r\ 

A n — $— ; — f — e ) 

n « + n ' 


und dann weiter 


1 


ne -f- e 
‘1 an —an 2a «’-t- l 1 T a 1 2’ 


a cos .r a cos 2x 
i i t ~r 


n>*> 


(6) 
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Will man auf der rechten Seite den Zeiclienwechsel wegsebaflen, 
so braucht mau nur n — x für x zu setzen; die gefundenen zwei 
Formeln lassen sich dann wieder durch Subtraktion und Addition com- 
liiniren. Auch kann man für x = n durch Multiplikation mit 2 da und 
Integration ein Resultat ableitcn, welches für an = u das Nämliche 
giebt, wie die Formel (5), wenn man in ihr 1 an die Stelle 

von u setzt. 

II. Beispiele für das Theorem in (II). 

1) Nimmt man f(x) constant und zwar am einfachsten =1, so 

wird 

t 

„ 2 1 — cos nn 


und hieraus findet man leicht 

n sin x t sin 3.r , sin Sx 
T ~ ~T~ ■* 3 1 5“ 

71 > x > 0 . 



Für negative x ist die Summe der Reihe = — für * = 0 

das arithmetische Mittel aus — -J- und + -j- . Ucberhaupt würde es 

sehr leicht sein, die Curve y = q(x) zu construiren, welche die jedes- 
malige Summe der Reihe (7) darstellt; von x = 0 bis x = n nämlich 

ist dieselbe eine Parallele zur Achse der x in der Entfernung y = -j-, 
von x=n bis x—’bn wieder eine Parallele in der Entfernung y= — j-, 

von a: = 2 n bis x = 3n in der Entfernung -j- u. s. f. Ebenso ist 

die Sache auf der negativen Seite der Abscisscnachse. An allen den 
Stellen 0, +ti, + 2/r etc. findet eine Unterbrechung der Stetigkeit 

statt, indem die Curve aus + -j- in + überspringt, die Summe 

der obigen Reihe ist dann jedesmal =0. — Die Formel (7) enthält 

auch die Lcibnitz’schc Reihe als den speziellen Kall ar=-~ in sich. 
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2) Die Annahme f (x) = x giebt 


Bn= 2 


(-D 


," + * 


und hieraus findet man 

x sin x sin %r sin 3.r 
T = 1 2 1 3~ 

n > x > — 7i 


( 8 ) 


die erweiterte Bedingung, welche hier angegeben ist, folgt unmittelbar 
x 

aus der Bemerkung, dass mit s ‘ n mx gleichzeitig verschwindet und 

negativ wird. Auch hier würde es sehr leicht sein, eine graphische 
Darstellung der Funktion y = <p(x) zu gehen, welche die Summe der 
Reihe darslellt. Die fragliche Curvc besteht nämlich aus einer unend- 
lichen Menge von Geraden, welche die Abscisscnachsc in den Punkten 
ar = 0, x + n, ar= + 2/r etc. schneiden und mit ihr den Winkel 
Arctan | machen. Jede solche Gerade liegt zur Ilälfte über und zur 
Hälfte unter der Abscisscnachsc , und jedes dieser beiden Stücke hat 

die Länge y /3. 


Schreibt man in Nr. (8) n — x für x, so ergiebt sich noch 

?r — x sin x , sin ‘Ix i sin 3x t 
2 = ~1 1 2 ~ ■* 3 “ + 

2* > x > 0 

und durch Addition von (8) und (9) würde man auf die Formel (7) 
zurückkommen. 



3) Nimmt man unter Voraussetzung eines gebrochenen ft, f(x) = 
sin fix, so gelangt man leicht zu dem Wcrthe 


„ 2 . (-1) B+1 7, 

K„ = — sin ftn - 


woraus man leicht die Formel: 
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n sin fix sin x 2 sin 2x , 3 sin 3.r 

2 dn/sn = ~ 2 ' — ff + 3* — fi 1 

n > x > — n 

ableitet, die man auch durch Differenziation der Gleichung (2) erhal- 
ten kann. 



4) Benutzt man die bekannte Formel 



sin nt dt 


c sin nt — n cos nt 
c* + n s 


et 

e 


für die Annahme f(x) = c — e aT , so findet man 
"" ~ n a* + «* ' e ’ 


und hieraus sehr leicht: 


n c" X — e sin x 2sin 2x 3 sin 3j: 

T <Tn~~-ah ~ <?+"P ~ o 1 + 2* + fl 1 + 3 1 
c — e ' 1 

n > x }> — n . 



Schreibt man n — x für „t so erhält die Reihe lauter positive 
Glieder; die beiden so gewonnenen Resultate lassen dann wieder Com- 
binationen durch Addition und Subtraktion zu. 


§• 7 . 


Für die Anwendung des erstep der beiden allgemeinen Theoreme 
ist noch eine Transformation von Wichtigkeit, welche das Integral 



cos nt dt 


betrifft, sobald die Funktion f eine Funktion von cost ist und also 
das Integral unter der Form 



cos nt dt 
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steht. Die erwähnte, von Jacobi*) entwickelte Umformung beruht auf 
folgendem einfachen Satze. Wenn die Funktion y>(x) so beschallen 
ist, dass sic sich sowohl für x = a als x — b annullirt und wenn ihre 
Diflcrcnzialquolientcn bis zum (« — l)' en inclusive die nämliche Eigen- 
schaft besitzen, so ist 

I ty(x)y n) (cc)ilx = (— 1 )“ / \p in) (x) q (x) <Lv . ( 1 ) 

J* Ja 

Von der Richtigkeit desselben überzeugt man sich sehr leicht durch 
successive Anwendung der bekannten Formel für die theilweise Inte- 
gration , wovon wir wenigstens den ersten Schritt andeuten wollen. 
Es ist nämlich 

j' \fj (x) <p"' > (x) ilx = \p (x) j' tj { (x) fix — j'if/ (x) tlx j' ■p" ) (x) fix 

= <p" 11 (*) — f "/ (x) dx f" 15 (•*) 

führt man nun die Gränzen x = a, x = b ein >md hemerkt, dass der 
Voraussetzung nach t^(n) = 0, t^(6) = 0 ist, so bleibt 

f 'P (■*) <P ° (•*) dx — fr)/ (x) <f n W (x) dx . 

Ja Ja 

Wendet man rechts wieder das nämliche Verfahren an und be- 
rücksichtigt die Voraussetzung t^ , (a) = 0 I i//(6) = 0, so gebt das frag- 
liche Integral in 

+ J V'' (-t) <p'' 2) (.r) dx 

über und man Übersicht auf der Stelle, dass die «malige Wiederholung 
des Prinzips »der theilweisen Integration zu dem in (I) ausgesprochenen 
Satze führen muss. Nimmt man in demselben 

VW = (1 — **)* *, u — — 1 1 ö = +l 


*) M. s. hierüber die schöne Abhandlung Javobi’s in Grelle’s Jour- 
nal, Hand 15, S, 1. 
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so sind die dem \\) (.<) auferlegten Bedingungen erfüllt, 
sehen wird; nach Nr. (1) wird dann 


/ 


ft i fn) 

(»-*’) % U (x)dx = (-!) 


I 

/ 


d (1— X*) 


dx 


wie man leicht 

«-* 

q (x) dx . 


Andererseits hat man das Theorem *) 


V-* 1 )" ! 

dx"~ l 


n — 1 

(— 1) 1.3.5 


, (2n — 1) 


sin (w Arccos x) 


und folglich ist auch 

f (1 — .r J ) * <jP < " ) (x) dx 

i' 

— I 

— 1.3.5 . . (2m — 1) f d sin (« Arccos x) 

= n J 75 *<*> dx - 

— I 

Streicht man in dein Integrale rechts dx gegen dx, setzt darauf 
Arccos x = t , also x — cos l , und bemerkt, dass für x = — 1 und 
x—+ * für l die Werlhe t — n, t — 0 cinlreten, so ergiebt sich 

f . 2b-i (■). . . — 1 .3.5.. (2m— 1) f . . 

I iin < ui (cosl)dcost = I d sin (nt) q (cos t) 

n n 

(1. i. bei Vertauschung der Gränzen 

f sin“ t * ( cos t) dt = 1.3.5.. (2/i — 1) f' ros nt q (cos t) dt 
0 0 

und durch Transposition wenn man f für q> schreibt 
f f\ r °s t) cos nt dt = (35^2,, ~1~) / ff (*o*t) sm* t dt . (2) 

*0 O 


*) M. s. mein Handbuch dar Differenzialrechnung , &. 91. 
$t lilömilcli, .Analyt, Studien. II. , 4 
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Um den Gebrauch dieser sehr umfassenden Formel wenigstens an 
einem Beispiele zu zeigen, wollen wir 

i 


/■(:) = (1 - 2 az + «’) 


setzen, woraus 


/ n, (0 


" 9 I ( n + *l 

= a (I — 2«: + n ) 


1 ,:},5 .. (2m — 1) 
folgt. Die Jacobischc Reduktionsformcl gieht dann sogleich 


y ? , /»“ . 2 » , 

ros nt tlt „ I sin t tu 

/ 1 — 2a cos t + a 2 J (i _ 2 a cost + a*)" + a 


( 3 ) 


wobei das Integral rechts, welches wir in der Gestalt 
sin t \ “ tlt 


/ ( sin t tlt 

1 — 2a cos t + aV 'S 1 — 2« cos t + n* 


(3) 


darstellen , noch einer bedeutenden schon von I, a n d e n angewendeten 
Transformation fähig ist. Man setze nämlich 


sin t 


'S 1 — 2a cos t -f- « a 

wo u eine neue Variable ist, so findet man zuvörderst sehr leicht: 

1 


( 5 ) 


\f l — 2a cos t -f- o* 


/I — a 1 sin * h 


l — a cos t 


( 6 ) 


Durch Differenziation der Gloichung 


w = Arcsin 


sin t 


ergieht sich ferner 


du = 


\f \ — 2a coi t ■+• n 1 
(1 — a cos t) dt 


1 — 2a cos t ■+■ a 1 


( 7 ) 
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und durch Multiplikation der Gleichungen (6) und (7) 

dt du 

/ 1 — 2 a cos t + «’ \f 1 — o* sin 1 u 

Substituiren wir diess und Nr. (5) in das Integral (4) oder (3), 
so wird jetzt 

r 

o 

Diese spezielle Transformation hat bereits Lcgendrc gefunden'). 
Dm den Werth des Integrales rechts zu bestimmen, muss man entweder 
zu elliptischen Funktionen oder zu unendlichen Reihen seine Zunucht 
nehmen. Das letztere geht auf verschiedene Weise. So hat man, da 
im Integrale a < 1 vorausgesetzt werden muss, 

^ = = 1 + Ut 1 sin 1 u + «* sin' u + ..... 

und folglich das Integral auf der rechten Seite in (8) 

= / siii ‘ u du + ja 2 / sin*"* 2 u du 
•' o *' o 

1.3 , f” . 2/i -f. 4 . , 

-f- jj— ^ n I sm u du -+* 

O 

Die einzelnen hier vorkommendeu Integrale stehen unter der Form 

f* . 2// + 2,. _ F? . 2*+2p . 

I sin u du = 2 I sin u du 

• o J „ 

indem man nur zu bemerken braucht,* dass sin**^‘ p u von u = ~ 
his u— Ti die nämlichen Werthe annimmt, die cs von u — 0 bis u— t y 

*) Traile des fonctions elliptigues , Tome II, payc 336, formule (10;. 




cos nt dt 


*t n I sä 2 u du 

t + «’ J \f \ — o* sin 1 u 
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schon einmal gehallt hat. Andererseits ist bekanntlich für ein ganzes 
positives m 



1 . 3 . 5 , ■ (-2m — 1) 
2.4.6 . . (‘2m) 


n 

2 


und wenn man dicss für die Reihe (6) in Anwendung bringt , so findet 
inan sogleich nach Nr. (8) 



cos nt dl 
— 2a ros I + n 1 


1.3.5 t . (2« — 1 ) ,, ( , , 1 2« -f- 1 , 
" -2,4.6 ..(2a) 1 1 + Y W+2 a 

1 . 3 (2« + 1) (2« + 3) t ( 

^ 2.4' (2h + 2) (2n + 4) " + 1 ' 


Die Reihe convergirl indess nur langsam, namcnllich hei sehr 
grossen u; eine brauchbarere dagegen findet inan durch die Uemer- 
kung, dass 


I l_ 

\f 1 — <r i Tn* t / 1 — «’ 




I , 1 s. , 1 3 I «’ X 1 ,, 

2 1_ a tCOS 1 + 2.4 (l — v) cos 1 



etc. ist, wo cs nun nach Multiplikation mit sin* h du mul Integration 
nur darauf ankomnit. ein Integral von der Form 



2 /> 

II COS 


u du 


2 



ii du 


( 10 ) 


seinem Werlhc nach zu bestimmen. Diess ist aber sehr leicht; setzt 
man nämlich «Vm = i, so findet man, dass das Integral rechts auch 
gleich ist: 


f (mV ii) 1 (1 — «V 1 1 ) 1 ' ^ 2tin u cos u du 

* 0 
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dessen Werth bekanntlich durch 

I . 3 . 5 . . (-2« — 1) . 1 . 3 . 5 . . . (2p — 1) 

27~4 . fi . . . (2» + ’i/>) “ 

ausgedrückt wird , wofür man auch 

1.3.5.. (2» — 1) 1 .3.5 ... (2/;—l) 

2.4.6 ... (2n) ‘ (in + 2) (2« + 4) . . . (2« + 2>7j " 


schreiben kann. In so fern hierdurch jedes Integral von der in (10) 
angegebenen Form seinen Werth findet, hat man nun nach dem Vorher- 
gehenden 



cos ul dl 

\f I — 2u cos t + a 


2 


O 


1.3.5 .. (2«-l) no" ( 1 J , a 1 , 

2.4.6... (2«) ' f r ~ T 2« + 2 v j _„0 

• LI... L 3 \ . 

^.2.4 (2n + 2)(2»+4) U— «V ' " ' j 


Diese ileihe convergirl sehr stark, wenn j — , <C F d. h. j 

und ii eine grosse Zahl ist. — Will man also die Cocffizienlen in der 
Gleichung 

1 

V 1 — 2(1 ros. v + n 1 

— + st i cos sc + A t cos 2.) + A^cos'Sx + .... 



bestimmen, so ist nach dem eben entwickelten Resultate: 

I - (*»— ') *«" f, _ 1 1 ( «* \ 

" ~ 2.4 ... (2«) \ 2 2n + 2 Vl — «v 


+ LJ ( _ 

T 2.4 (2» + 2) (2» + 4) Vl _ „*J ")• 
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Wir kein en nach dieser Digrcssion zu den Formeln 
f (.r) = A u -f- A, cosx + A t cos2x -J- A } cos 3.r + 

2 r n 

A„ = — / f(t)cosnt dt 
n J 

0 

f(x) = /i, sin x + sin 2x -j* W, *£» 3jr + . . 
2 f n 

II „ = — I /"(() ftn n< </< 


(U 


( 2 ) 


zurück, lim zu zeigen, wie sich dieselben so weit ausdehnen lassen, 
dass x nicht mehr zwischen den Gränzen 0 und n eingeschlossen zu 
sein braucht, sondern sich in dem ganz beliebigen Spielräume — c 
bis + c bewegen darf, sobald man nur eine Transformation mit den 
obigen Formeln vornimmt. 

Die Gleichung (1) gilt, wie wir wissen, von a: = 0 bis n, 

würde aber auch von x~0 bis x = — n noch richtig bleiben, wenn 
/'( — x) zuffdlig =f(x) wäre. Es ist sehr leicht, für f(x) eine ganz 
allgemeine Substitution zu trellen, bei welcher die genannte Eigenschaft 
stattiindet, nämlich die folgende 

m - ,(,) 

worin q eine ganz willkührliche Funktion bezeichnen darf. Es wird 
jetzt 

I /'* 1 /*" 

A„ — — I q (/) cos nt dt + — I q ( — t) cos nt dt 
n J a 7 

o * 11 

und hier geht das zweite Integral durch die Substitution t = — t' in 

i r ” i r° 

I q (t‘) cos nt' dt' = + — / <P if) ros " l & 

7t j 7t 

O — JI 

über, wenn mau berücksichtigt, dass in einem bestimmten Integrale 
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die Wahl iles Intcgratinnsbuchstahcns ganz gleichgültig ist. Der Werth 
von A„ gestaltet sich jetzt wie folgt 


1 r” 

/ f „ v — — I q (t) cos nt dt 


( 3 ) 


und nun gilt die Gleichung 

q,(x) -f q (— x) 

2 

— cos x •+• A t cos 2 x + A 2 cos 3 x + . . , 

von x =s — n bis x — 7i. 


(4) 


Die Formel (2) besteht nur für tz > . r > 0, sie würde aber auch 
für .r = 0 und negative x richtig bleiben', wenn die Funktion f(x) 
die Eigenschaften f( 0 ) — 0, f( — x)= — f(x) bcsässc. Diesen Be- 
dingungen genügt die Annahme 


m = 


y(.r) — y(— je) 
2 


bei welcher 

lr” ] r n 

/{„ — — I <f (t) sin nt dt — — / ®( — I) sin nt dl 

71 J« ” J 0 

wird. Für t = — C tritt hier die Umformung 

l r” l r~" 

— — / gi( — t) sin nt dt == / <p (t) sin nt’ dt 

*■ 0 0 

i r° 

= — f <f (<) sin nt dt 


ein, durch die man 


i r" 

B„ — — I tf (t) sin nt dt 


( 5 ) 


erhält. Für die so bestimmten Werthe der Cocffizienton gilt nun die 
Gleichung : 
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V (•*) — <t (— *•) 

2 

— li t sin x + ß, sin 2.r + ß, «’« 3.r + .... 
unter der erweiterten Iledingung 


! ( 6 ) 


Addiren wir jetzt die Gleichungen (4) und (6), wobei wieder f an 
die Stelle von <f treten möge, so wird 


f(x) = A/f 0 + ,4, cos x -j- A, cos ix + A t cos‘ix + •• 
+ ß, sin x + ß, sin 2x + H l sin !$.r -j- ■ • 

wobei die Goeffizienten durch die Formeln 

A„ = — j f(t) cos nt dt , B n = — J f(t) sin nt dt 


(7) 


( 8 ) 


bestimmt werden. Die Gleichung (7) gilt für alle Wcrlhc von .r, welche 
innerhalb des Intcrvalles — n bis + n liegen, für .r= + 7i dagegen 

ist nicht f(n), sondern — ll ,jj(> Summe der fraglichen 

Reihe. 


Um endlich die Formeln (1), (2) und (7) auf ein beliebiges Inter- 
vall ausdehnen zu können, setzen wir ^ und für x und t, zu- 
nx 

gleich nehmen wir /"(—) = <f(pc), wobei <p eine noch ganz willkühr- 
liclic Funktion bleibt. 

Die Gränzen für die Gültigkeit der Formel (1), nämlich n ^ x ^ fl, 
gehen jetzt in 


n 0 d. i. c ^ x ^ 0 

über, und bilden nun die Gränzen für die Gültigkeit der neuen 
Formel: 

nx 2nx 

tp(x) = %A„ + A, cos — -f- A., cos — 1- (9) 
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Irgend ein Coeffizicnt ist liier wegen /"(— ) — 1 (0 



wobei die Integralionsgränzen, welche für das {frühere t Null und n 
.... nt nt 

waren, jetzt durch die Gleichungen — — 0 , — = n bestimmt werden. 

c r 


Es ergiebt sieh so: 


A 


n 



( 10 ) 


Nimmt man ganz dieselben Transformationen mit der Formel (2) 
vor, so findet man ebenso leicht 

, . rrj: . 2nx „ . inx 

<f (x) = /»,*««— + + // 3 sin + .... (11) 

gültig unter der licdingting c > x > 0 , wobei 

H„ =.^- J (f (<) sin tll (12) 


ist. Endlich gicbt die Gleichung (7) auf dieselbe Weise behandelt: 


2 rtx 


T(- T ) = Mo + A , cm ~ + A t co* — - + ... 


j ■ nx i n ■ lnx i '/• • inx . 

+ /*. sin — + />„ sin — — 4 - /> , sin 4 - . . . , 

1 C C f’ 


(13) 


A„ — I q (<) cos ~ ill , li„ = -i- I (f, (t) si, 


. . nnl 
!) sin — ilt 
c 


(14) 


wobei die Gültigkeit der Formel (13) an die Bedingung — c 

gebunden ist, vermöge deren man die Formel selbst auf jedes beliebige 
noch so grosse Intervall ausdehnen kann. 

4 ‘ 
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Aus der in §. 5 gegebenen Darstellung gebt hervor, dass die ge- 
summte Theorie derjenigen Heilten , welche nach den Cosinus oder 
Sinus der Vielfachen eines Bogens fortschreiten , nur ein einfaches 
Beispiel für die Regeln bildet, nach denen man den Gränzwerth des 
Integrales 


/ 


c sin kt 
sin t 


m <tt 


für unendlich wachsende k bestimmt. Die grosse Allgemeinheit, welche 
diesen Regeln inwohnt, liess erwarten, dass durch einen geschickten 
Griff sich auch noch andere Anwendungen derselben vermitteln lassen 
würden, wodurch man auf Sätze kommen muss, die mit den bisher 
entwickelten eine gewisse Familienähnlichkeit haben werden. Diese 
Hoffnung ist durch Lcjcunc Dirichlet erfüllt worden, indem er 
durch eine elegante Analyse gezeigt hat, dass wenn die Summe einer 
endlichen oder unendlichen Reihe von der Form 

C„ + C, cos .t -f- C t cos 2 x -f- C, cos 3.r -f- .... 
bekannt ist, auch immer die Summen der beiden Reihen 

C, + C x costo + C J cos 4 tu + C\ cos 9 u> + .... 

C, sin (o + C t sin 4 io -f- C 3 sin 9u» + C t sin 1 0 io + .... 

worin to einen aliquoten Theil der Krcisperiphcric bezeichnet, gefunden 
werden können*). Nennt man die bisher betrachteten Reihen : Cosinus - 
oder Sinusreihen erster Stufe, so lässt sich das D iri chl ct’schc 
Theorem als eine Summenformel für die Cosinus- und Sinusreihen 
zweiter Stufe bezeichnen, in so fern hier die Vielfachen des Rogens 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden. Bei dem Interesse, 
was dieser Gegenstand hat, glauben wir die Theorie der Cosinus- und 
Sinusreihen nicht besser als durch eine Darstellung der genannten 
Untersuchung beschlossen zu können. 


*) Abhandlungen der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin aus 
dem Jahre 1855, erschienen 1857; oder; Crelle’s Journal, Band 17. 
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Der erste Schritt derselben besteht in der einfachen Bemerkung, 
dass die Werthe der beiden Integrale 


C th = n und f ~ dz = b 

J. " J. 


(i) 


nothwendig endliche Grössen sind; man wciss zwar aus der Theorie 


der Gammaliinktionen, dass 


fi 


der gemeinschaftliche Werth der 


Rede stehenden Integrale ist, kann aber auch hiervon ganz abslrahircn, 
weil sich die Grössen a und b durch die nachfolgende Analyse von 
seihst bestimmen. Ihre Endlichkeit erkennt man leicht durch Zerlegung 
der obigen Integrale in andere von solchen Integrationsinlcrrallen, dass 
cosz oder sin z innerhalb derselben ihre jedesmaligen Vorzeichen nicht 
wechseln. So ist; 


a 




n 

und wenn man im zweiten Integrale z = -x- + V » * m dritten i = 
•^ + y, etc. setzt, so ergiebl sich sehr leicht 




+ ... i sinytly. 


Da cosz die Einheit nicht übersteigt, so folgt, dass das erste 
Integral nicht mehr als 



O 
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betragen kann; im zweiten Integrale ist die Summe der in Parenthese 
stehenden Reihe offenbar eine positive Grösse und 


< 



also um so mehr 



und mithin beträgt der Werth des fraglichen Integrales weniger als 



Hieraus folgt sogleich, dass « eine endliche Grösse ist. 

Auf ähnliche Weise überzeugt man sich von der Endlichkeit des 6, 
indem man das betreffende Integral in andere Integrale zerlegt, welche 
die InLcrvallc 0 bis n, n bis 2 n, 2n bis 3.?, etc. umfassen und im 
zweiten Integrale i = 7i + x, im dritten: : = 2n + x u. s. f. sub- 
stiluirt. 

Nimmt man in den Integralen unter Nr. (1) : = so gehen 
dieselben in 



über, wofür man auch schreiben kanu: 



weil die Funktionen cos(t *) und hm (t 1 ) von 1 = 0 bis t — — jo die- 
selben Wcrthe haben, wie von t = 0 bis ( = + <». Setzt man ferner 
< — wo u die neue Variable, p eine arbiträre Constante 

ist, so ändern sich die Inlegralionsgränzen nicht, und wenn man 
eoi((|» + «)*) — ««((/j 1 + tr) + ipu\ zerlegt, so wird: 


Digitized by Googl 


Die Fourier'schen Reihen. 


til 


X x 

j' cos (p* -|- n 2 ) cos 2p u du — f sin (jf -J- n l ) sin 2p u du = n 

ot -* • 

* ,« 

I sin (p 1 + «*) cos 2 p u du -f- / cos (p 1 + «*) sin 2 p u du = 6 . 

Hier verschwinden diejenigen Integrale, in welchen sin2pu ver- 
kommt; denn denkt man sich jedes derselben in zwei andere von 
u = 0 bis u = x > und u = 0 bis u = — x zerlegt, so hebt das zweite 
das erste auf, weil sin (p 1 + w s ) sin 2p u und cos (jd + «*) sin 2p u die 
Eigenschaft qp( — «) = — <p(tt) besitzen. Es bleiben daher in den 
obigen Gleichungen nur die jedesmalig ersten Integrale stehen , in 
welchen man cos (p 1 -f- «’) und sin (p 1 + «’) zerlegen kann. Diess 
giebt : 

°C X 

cos (jd) I cos («*) cos 2pu du — sin(p ’) / sin (u 1 ) cos 2pu du = a 

x ‘-oe 

x ec 

sin (p 1 ) f cos («*) cos 2 pu du -j- cos (p 1 ) I sin (u s ) cos 2 pu du = b 

und wenn man hieraus die beiden unbekannten Integrale climinirt, so 
erhält man leicht: 


cos (u : 


) cos 2 pu du = a cos (//) + b sin (p 1 ) 


r* . 

I sin (u 1 ) cos 2 pu du = b cos (;>’) — « sin (jd) 
- « • 


und für 




= nj u> , 


X 



wo n und w constantc Grössen bedeuten, 
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\ucos(ii , w) + b sin (h* w)\ 



| b cos ( ii 5 oj) — a sin ( u 2 w)| . 


00 


(3) 


Es sei nun eine Beihcnsummirung iu der Arl gegeben, dass 

F(. r) = C 0 + C, cos x + C t cos 2.r + C\ cos 3x + .... (4) 

isl, worin F(x) eine bekannte Funktion bezeichnet, und zur Abkür- 
zung sei 

// = C„ + C, cos io -(- C z cos 4 (o + Cj cos fln» + .... (5) 

K = C, sin u> -f- C\ sin 4 m -f- C 3 sin Out + .T.. (6) 


so ist cs sein- leicht , H und K in bestimmte Integrale zu verwandeln. 
Multiplizirl mau nämlich die Gleichungen (2) und (3) mit C», setzt 
hierauf n = 0, 1, 2, 3, etc. und addirt Alles so entstehende, so cr- 
giebt sich sogleich 



F(x) dx = 2/oj {all + bK\ 


(7) 



F(x)dx — 2 /a>[bH 


aA'J 


(«) 


woraus man II und A’ climiniren könnte, was wir aber bis zuletzt 
versparen wollen. Berücksichtigt man noch , dass der Bedeutung 

x* 

von F(x) nach F{ — x) = F(x) ist und die Funktionen cos (^) und 
x 1 

sin ( — ) für negative x dieselben bleiben, wie für positive x, so kann 

man die vorigen Gleichungen auch in der folgenden Form dar- 
stellch : 
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J cos F(.r) tlx = / u pi/7 + /<A| 

O 

/' «’« ( j- ) A’(.r) (/.?; =. \f u) | bH — flA’J 


(«) 


(1«) 


und liier können wir die Integrale als die Gränzwcrlhe anschen , denen 
sich die nachstehenden 



uml 



( 11 ) 


für unendlich wachsende r nähern. Aus dieser Bemerkung ergiebt sich 
mit Leichtigkeit ein Mittel um die Wcrthc der fraglichen Integrale zu 
linden. 


I. Zuvörderst übersieht man sogleich die Richtigkeit der folgenden 
Zerlegung : 



wobei alle Integrale rechts mit Ausschluss des ersten von der Form 



( 13 ) 


sind und daraus hervorgehen, wenn man y=l, 2, ...Ir setzt. 
Für .-r =z ‘2i/n + >/ verwandelt sich dieses Integral in: 
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V n 1 + + ?r 

4 io 


) F(y) »ly 


wenn man bemerkt, dass der Bedeulung von F(x) zufolge F(iqn + y) 
= F(y) ist. Zerlegt man dieses wieder in 


f CT , ( v-' + v» + r )fMJt 

— n 

0 

und setzt im ersten Integrale y — — x, im zweiten y — x, so wird 
F( — x) = F(x), beide Integrale erhalten gleiche Gränzen und können 
dann in ein einziges zusammengezogen werden, nämlich 


J 1 [ cos (“ 


4c/ 1 n* + X* — \q tu 
4 (ü 


) + «W ( 


iifn 1 + x 1 + 4yajr^) 




)J F(x) fix 


das unter Anwendung der Formel 


. , a + /S « — ß 

cos a + cos ß = 'icos — g — cos — ^ — 


sich wie folgt gestaltet: 


P F(x) cos 


+ ** 


4 ui 


//nx 

cos - — dx . 
10 


Nehmen wir hierin q=l, 2, 3, ... (2r) so erhalten wir die 
in Nr. (12) vorkomincndcn Integrale, mit Ausschluss des ersten, in 
solcher Form , dass jetzt überall gleiche Integralionsgränzcn stehen ; 
man kann daher die Integrale in das folgende einzige zusammenziehen 

n 

XF(x)dx (14) 

o 


„(lr+1)* „ 

J ( ° S (fi) F( f } dx = j 
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worin zur Abkürzung 

V / x 2 \ , 0 /4 . 1*»* + »T*\ TJX 

X = cos ( 3— ) 4- 2 cos ( j ) roi — 

'4 nt' ' 4//» ' fü 


+ 2 cos ( 


iu) 

4.2 

4o> 


) 


*2 TT.r 


+ 2 cos ( 


4 . 2 r + x* 
4(o 


2r nx 


(15) 


gesetzt worden ist. Es würde nun darauf ankommen , diese Rcilic 
zu summiren. So lange co ein ganz beliebiger Dogen ist, lässt sich 
aber diese Aufgabe nicht gut lösen, dagegen wird diess möglich, 
wenn man für 10 einen aliquoten Tlieil der Kreisperipherie , also 

2 71 . . 

etwa (o — — nimmt, wo n eine positive ganze Zahl bedeutet. Das 
allgemeine Glied der Reibe (5), nämlich der Ausdruck 


2 cos 



77.7 

COS O 

70 


stellt sich in diesem Falle unter die Form : 

,7/ « 


2 '''s ( 0 71 + - 8 -) tol 9 2- 


( 10 ) 


Hier sind hinsichtlich der von 0 bis 2r gebenden Zahl q zwei 
Fälle zu unterscheiden, für ein gerades 7/ ist nämlich (/ und ebenso 

7/ s /i von der Form 4y>, dadurch wird V* zu einem geraden Viel- 

» * 

fachen von n und mithin der Ausdruck in (10) 



Für ein ungerades 1 / dagegen steht i/ r unter der Form 4/j-f-l, 

Schlümilcb, Analyt. Studien. II. 5 
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mithin tfn unter der Form 4// + n, dadurch wird yjssi//# 
+ ip und der Ausdruck in (16) 



(18) 


Da nun die Reihe X dadurch gebildet wird, dass q — 0, 1, 2, ... (2r) 
gesetzt und Alles addirt wird , wobei man aber das erste Glied nur 
halb nimmt, so ist in unserem Falle Alles zusammen zu nehmen, was 
aus Nr. (17) für q = 0, 2, 4, 6, ... (2r) und aus Nr. (18) für 
q=\, 3, 5, ... (2r — 1) hervorgeht; die fragliche Reihe A' erscheint 
dann a]s die Summe der beiden folgenden Reihen: 


2 cos (jr~) + cot tue + cos 2nx + .... + cos nix j (19) 


und 


_ /wt . nx\ ( rix . _ lix . . , ».rv __ 

2 cos ( Y + -g^) (coj + cos 3 J + .... + coz(2r— l)yj. (20) 


Ihre Summen ergeben sich unmittelbar aus den bekannten 
Formeln 

sin (2 r + 1) ~ 

V -f- cos u + ros 2« + ... -f- cos ru — 

2, in ~ 


und 


cos u + cos 3« + cos 5n '-f- ... + cos(2r — l)i< 


sin (2 r + 1) u cos (2r + 1) u 

= — cos u — — , - — 

2 sin u 2 


Man findet nämlich , wenn k zur Abkürzung für 2r + 1 dient, 
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X = 


. . 

sui /; - 


. M 

"I 



sin - 


V. 2 ^ K„ / 


8n / ”** 2 


und folglich 


Mg /fl« iw \ 
- cos cos ( T + g-; 


Z 1 * Z 4 *«»*’! 

I XF(x) <tx = / — 

t/ f/ $|/| 


/ 

0 

/ 


. . fta? 

sink -fr- 2 

- F(x)cos(~)dx 


> . , »u: 

II« Ä -jj- , 

2 . . /IW W.r\ na; 

*(•*) cos ^ + Ri) cos -q ,/t 


. WJ? 
«« T 


— I cos 


_ iw tun , iig \ , 

* T f ( I ) <y, ‘ VT + W' ax 


, , nx ‘2t 

oder wenn man rechts -?r=t d. i. x = — setzt 
2 n 
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Denken wir uns an der Stelle des Integrales links dasjenige, 
welches die linke Seite der Gleichung (14) bildet, und lassen jetzt r 
und somit auch 2r-f-l=Ä ins Unendliche wachsen, so sind auf die 
Integrale rechts die Kegeln der Paragraphen 2 und 3 anwendbar; man 
lindet nämlich 



wobei die allgemeinen Formen der Glieder 



sind. Für das letzte Glied ist noch eine Unterscheidung nülhig; wenn 
nämlich n gerade ist, so kann man ^nn=sn setzen und aus For- 
mel (8) in §. 3 geht dann hervor, dass die letzten Glieder der beiden 
obigen Reihen diejenigen sind , welche A = s entsprechen , aber nur 
zur Hälfte in Rechnung kommen; für ein ungerades ji dagegen wird 
^nn = \(tt — l)n ■+■ !^n = sn -{• und nun entsprechen die letzten 
Glieder dem Falle A=s, aber ganz gerechnet, wie man aus Formel (9) 

in §. 3 erkennt. Schreibt man wieder <u für — und berücksichtigt 
die Gleichung (9) , so folgt leicht 

all + bK 
sf U) 

= *F( 0) + F(,o) cas ( V ~) + F(2io) cos (—j~) + .... 

+ $ F(0) cos (^-) - F(<o)cos(^ + ij?) 

+ F(2,a)cos(~ + ~) - .... 
wobei hinsichtlich des letzten Gliedes die obige Bemerkung gilt. 
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II. Ganz die nämlichen Transformationen sind auf das zweite 
Integral in Nr. (II) anwendbar. Man zerlegt dasselbe in andere Inte- 
grale von 0 bis n, n bis 3n, 3/i bis Sn etc. und betrachtet die 
allgemeine Form derselben : 

(2f+l)n 

cos ( — ) F(x) f/.r 
'4nr 

(-9 — I )* 

entsprechend Nr. (13). Durch ganz dieselben Transformationen, welche 
dort angewendet wurden , gehl dasselbe in 



über, welches auf eben dieselbe Weise benutzt wird, wie’ das frühere 
analoge Integral. Man findet zuletzt, dass es auf den Gränzwerlh von 



ankommt. So gelangt man am Ende zu der Gleichung: 
bH — aK 
'Z Ol 

— F(to) «n(~) -f- F(2w) sin (— j- ) + F(3w) sin (^--) + - 
+ ^ F(0) sin {—) — F(w) sin 

+ F('2w) sin -f - .... 
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wo hinsichtlich des letzten Gliedes beider Reihen die nämlichen Bemer- 
kungen gelten, wie hei der Formel (21). Eliminirt man jetzt aus den 
Gleichungen (21) und (22) die Grössen H und K, so findet man die 
Summen der Reihen, für welche // und K als Abkürzung dienten. 
Wählt man aber die ursprüngliche, durch F(x) suinmirle Reihe so, 
dass man // und A a priori kennt, so gelangt man zur Kcnnlniss 
der Gonstanten « und b. Riess Letztere ist der Fall, wenn man in 
der Reihe für F(x) , C 0 = 1 , C\ — C\ = C', etc. =0 nimmt. Es 
wird dann F(x) = 1, // = 1, A'=0; und milliin nach (21) und (22) 


« , , , /2 , w\ /3 3 w\ 

^ i + <°h 4 -' + 

/n’\ /n 3 1 3 ok / n 3 2 3 W\ 

+ \cosl ~ ) - cos ( 1 — ) + cos ( 7—1 - 

1 ' io' '■ui 4 ' ' oi 4 ’ 


und 



und diese Gleichungen müssen nun blosse Identitäten vorstcllcn, wel- 

2 ; i , 

eben Werth inan auch to= — geben möge. Nimmt man ganz einfach 

« = 1, also io = ’2n , so ergiebt sich 



+ 


i cot Y 


b 

{ln 



d. i. 


a = b =s= 



Utn ein einfaches Beispiel zu haben, setzen wir 

F(x) — 1 -f- cos x + coslx + ... + cos (n — l)a; 

_ . , •»» (» — -j)* 

1 ^ 2 siu'x ' 
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Es ist dann für ein ganzes positives h 

ihn 


F(hw) = i + 


sin (n — 3 ) ' 


0 • hn 

1 S I » 


= 4 + 


siti (ihn — — ^ 

0 • ,l n 

1 sin — 

H 


d. i. wenn n nicht in h aufgeht , wie» z. ß. für h < n 

F(hu ) = 0 . 


71 


Die Gleichungen (21) und (22) geben jetzt wegen F(0) = n 

=~(l + cos ~) 

/ « n . ms 

-a/i-K) = -j»„ Y 


oder 

// = * ( 1 + cos «n^) \f i T 
K = £ (1 + cos y — sin / n 


und hiermit sind die Summen der Heihcn 


1 + cos \—^-) + cosl 

(*£) + •■ 

, . -f- COS 

sm V— J + Sl " ( 

~) + • 

. . •+ Stil 


( 

( 


n — 1 
n 

x 

n — 1 

n 


in 

in 


gefunden, wobei man noch für n die Fälle unterscheiden kann, in 
welchen cs unter einer der vier allein möglichen Formen 4/t, 44 + 1, 
44 -j- 2 , 44- + 3 enthalten ist. 
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Die Fourier' sehen Integrale. 

§. 10 . 

Schon in §. 3 haben wir eine Formel kennen gelernt, mittelst 
deren sich eine beliebige Funktion einer Variablen in ein bestimmtes 

Doppelintegral verwandeln liess, welches die Veränderliche der Funktion 

• 

als arbiträre Constante enthielt. Es ist nicht schwer noch mehrere 
derartige Ilcziehungcu aufzustellen , indem man sich an das Theorem 

Lim / tJ i -nt) <it = ~ m (i) 

0 

hält, worin das Zeichen „Lim“ sich auf das unendliche Wachsen von 
k bezieht. Für diese Ableitung wird es indessen von Vorlheil, nicht 
das obige Theorem unmittelbar, sondern ein etwas allgemeineres in 
Gebrauch zu nehmen, wonach man den Gränzwcrth von 

£ + 0 1,1 

jederzeit leicht bestimmen kann. Ist hier nicht eine der Grössen 
a oder b der Null gleich, in welchem Falle man auf die Formel (1) 
zurückkommen würde, so macht sich die Unterscheidung nölhig, ob 
n und b gleiche Vorzeichen haben oder nicht, indem für diese zwei 
verschiedenen Fälle auch zwei ganz verschiedene Resultate zum Vor- 
schein kommen. 

Bei positiven a und b und b > a > 0 braucht man blos zu be- 
merken , dass 

/ ~ -f(x + t)dt 

a 

— f — fix + l) <lt — f S ~ t fix + t) fit 
*0 * 0 
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ist und hieraus folgt unter Anwendung der Formel (I) 

lj m l' + _ ±f(x+ 0) - A* + 0) = 0 (2) 


und das Nämliche gilt auch für negative von Null verschiedene a und b, 
weil man die Integrationsgränzen durch die Substitution t = — t' so- 
gleich wieder positiv machen, also diesen Fall sogleich auf den eben 
behandelten zurückführen kann. 

Sind dagegen n und b von ungleichen Zeichen , etwa b positiv 
und n negativ , so schreibe man — a für n und cs ist wieder 

f "«»+ o* 

— a 

/ b —« 

sin bl _ . / sin kt . , , 

—j—f(x+ t) dt — / -j-f{x + t)dt 

n u 

und wenn man im zweiten Integrale für t die neue Variable — l' 
einführt 


/ 


sin kt 


f{x + 1) dt 


— J* f(x+t)<lt + J* — '■£— fix — ()dt‘. 


Die Anwendung des Theorcmcs (1) giebt hier sogleich 
_ . / sinkt f(* r + 0) 4- f(x — 0) 

Lm I — A*+«) * = n - ^ ~ < 3 ) 

— n 

also nf{x), wenn die Funktion fix) für den Werth von x, den man 
gerade substituirt, stetig bleibt, dagegen, wenn sie eine Unterbrechung 

5 * 
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der Continuität erleidet, das arithmetische Mittel aus den beiden ihr 
daseihst zukommcndcu Werthen multiplizirt mit der Ludolph’schcn 
Zahl. Wäre dagegen a positiv und b negativ, so erhellt aus der Sub- 
stitution l — — dass dem absoluten Werthe nach das Nämliche, 
dem Vorzeichen nach das Entgegengesetzte zum Vorschein kommt. 

Diese sehr einfachen Betrachtungen setzen uns in den Stand, die 
Werthe der doppelten Integrale 


r 

pß 


2 / cos xu du 

I f(d)C0Sllddd 

(4) 

J 

o 

J a 


P* 

rß 


2 / sin x u du 

I f(d)sinuddd 

( 5 ) 

Jo 

' a 



auf die folgende ungemein leichte Weise zu bestimmen. 


I. Gemäss der Bedeutung, welche überhaupt ein Integral mit der 
Integrationsgränzc oo hat, ist das Integral in (4) nichts Anderes als 
die Limes, welcher sich das folgende 


2 



cos xu du 



cos ud dt} 


( 0 ) 


für unendlich wachsende k nähert. Kehren wir darin die Integrations- 
ordnung um, so ist dasselbe auch 



/ 


2 cos d u cos xu du 


(') 


wobei sich die Integration nach u ohne Schwierigkeit bewerkstelligen 
lässt, wenn man bemerkt, dass 


f 2 COS du cos xu du = / (cos(# — x)u + COS (d -f- x)uj du 

j n 


sin(d — x)k sin (d + x) k 
d — x d + x 


ist. Das Doppcliutegral (7) oder (0) zerfällt demnach in die beiden 
einfachen ; 
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fm»±g=* + 

wobei wir im ersten 5- — x = t und im zweiten = < setzen 

wollen, woraus immer d& = dt folgt. Die vorstehenden Integrale 
werden durch diese zwei Substitutionen in die beiden nachstehen- 
den verwandelt: 

j + + dt (8) 

a — X a + x 

und diese Summe wäre der Werth von Nr. (0). Gehen wir jetzt zur 
Gränze für unendlich wachsende k über, so erhalten wir den Werth 
des Integrales in Nr. (4). Hierzu sind indessen einige Unterscheidungen 
nülhig. Setzen wir nämlich a, ß, x als positive Grössen, /S>o>() 
voraus, so kann x<^u, x = a, x^>a aber <^ß, x = ß und x^> ß 
sein. In allen diesen Fällen convergirt das zweite Integral in Nr. (8) 
gegen die Limes Null, weil den gemachten Voraussetzungen nach 
u -f- .r und ß -f- x positive von Null verschiedene Grössen sind. Im 
ersten Integrale fallen für .r < « beide Integralionsgränzen positiv aus 
und folglich ist die betreffende Limes =0; für x — u. geht die untere 
Inlcgrationsgränze x — a in Null über, folglich die Formel (1) an- 
wendbar , welche -j|- f(a + 0) giebt. Liegt x zwischen u und ß , so 
ist die untere Inlcgrationsgränze negativ, die obere positiv und durch 
Anwendung des Theoremes (3) ergiebt \f(x — 0) -f- f(.c -f- 0)]. Für 

x = ß wird ß — x = 0 und wenn man t — — t' setzt , so kann man 
nachher wieder die Formel (1) benutzen, woraus sich ~ f(ß — 0) 

findet. Wenn endlich x^>ß ist, so werden beide Intcgralionsgränzen 
gleichzeitig negativ und folglich verschwindet das zweite Integral nach 
Formel (2). — Erinnern wir uns nun , dass diese Resultate die jedes- 
maligen Werlhe des Doppelintegrales (4) darslellen, dividiren jetzt 
mit n und schreiben in (4) t für 9-, so gelangen wir zu folgendem 
Theoreme: 
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Unter der Voraussetzung, dass ß > a > 0 und x eine positive 
Grosse ist, hat das Doppclintegral 


2 


n 



cos xu du 



cos ut dt 


(») 


den Werth ^ — oder Null, je nachdem x innerhalb 

oder ausserhalb des Intervallcs a bis ß liegt; an den Gränzen 
desselben also für x — u oder x. — ß gelten dagegen die Werthc 
\f(a + 0) und l,f(ß — 0). Für negative x finden diese Beziehungen 
nur dann statt, wenn zufällig /'( — x) — f (x) ist. 


Eine kleine Modifikation tritt noch für den Fall a = 0 ein, wel- 
chen die Voraussetzungen dieses Theoremcs atisschliessen. Bis zur 
Gleichung (8) bleibt die Betrachtung die nämliche und auch hier 
ändert sich für noch nichts. Für x = 0 dagegen ver- 

schwindet das zweite Integral daselbst nicht (wie bei o>0), sondern 
man erhält 



f(t) dt 


wovon der Gränzwcrlh nf{ 0) ist, während er nur / (0) sein würde, 

wenn die vorherige Betrachtung für « = 0 ungestört bliebe. Üiess 
giebt folgendes Theorem: 

Der Werth des doppelten Integrales 

2 r r? 

— I cos xu I f(t ) cos ut dt (10) 


f(x + 0) -f- f(x — 0) 

ist 2 für jedes x , welches die Bedingung 

erfüllt;, dagegen \f(ß) für x = ß und Null, wenn x 
die Grösse ß übersteigt. 
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Lässt man ß ins Unendliche wachsen, so gilt die Gleichung 


/•(.* + «) + /•(*-<>) 
9 



cos an du 


I f ft) cos ul dl ( 11 ) 

J ri 


für jedes endliche positive x inclusive x = 0 ; sie bleibt aber auch 
für unendlich wachsende/? richtig, wenn die Grössen n (/(/J-f-0) + f(ß — (•)) 
und \f(ß) sich einer und der nämlichen Gränze nähern, wozu nölhig 
ist, dass Limf(ß)=:0 sei. 


II. Ganz die nämlichen Retrachlungcn sind auf das Integral in (5) 
anwendbar, wenn man dasselbe als den Gränzwcrlh von 


2 


/ 


, i 

sin xu du 





sin u9 d$ 


für unausgesetzt zunehmende /> ansieht. Beachtet man, dass nach 
Umkehrung der Integralionsordnung ein doppeltes Sinusprodukt, d. h. 
eine Cosinusdilferenz zu integriren ist, während früher eine Cosinus- 
summc vorkam, so Übersicht mau ohne alle Rechnung, dass das obige 
Integral entsprechend der Formel (8) in folgende Differenz 



ffx + <) dl 


/ *+' 

sin kl 
~ 

a + jr 


f(—x + l)dt 


( 12 ) 


zerfällt. Da nun für ß > u > 0 und positive x das zweite Integral 
gegen die Gränze Null convergirt, wenn k ins Unendliche wächst, so 
Killt die jetzige Untersuchung ganz mit der früheren zusammen und 
giebt das ganz analoge Theorem: 


Unter der Voraussetzung, dass /S>u)>0 und x eine positive 
Grösse ist, hat das Doppelintegral 


2 r* 

— / sin xu du I ffl) sin ut dt 
n "'o •'« 


(13) 


den Werth — — oder Null, je nachdem x inner- 

halb oder ausserhalb des Inlcrvallcs u bis ß liegt; an den Gränzen 
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desselben, also lür x = a oder x = ß gelten dagegen die Wertlie 
i f( a -f- 0) und \f{ß — 0). Für negative x finden diese Beziehungen 
nur dann statt, wenn zufällig /'( — x) = — f{x) ist. 

Auch hier bedarf der Fall n = 0 einer besonderen Untersuchung. 
Für.c>0 ändert sich dann in Nr. (Iti) nichts, für x — 0 dagegen 
reduzirt sich der dort vorkommendc Ausdruck auf Null , wie sich auch 
sonst von selbst versteht. Wir haben daher den Salz: 

Der Werth des doppelten Integrales 

2 r* c ß 

— / sin xu du I f{t) sin ut dt (14) 

71 ' O * 0 

ist ^ K ' r — — für jedes x zwischen 0 und ß\ für x = ß 

erhält man \f(ß — 0) und für x = 0 und x > ß jedesmal Null für 
denselben. 

Lässt man noch ß ins Unendliche zunehmen, so gilt die Formel 


f(x + 0) f(x — 0) 

2 


9 * r** 

— j' sin xu du J f(t)sinutdt (15) 


für jedes endliche positive x exclusive x = 0; sic bleibt auch noch 
für unendlich wachsende x richtig, wenn in diesem Falle Lim f(.i) 
= 0 ist. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so ist für Lim f(x) = 0, 
wo sich das Lime* -Zeichen auf das unendliche Wachsen von x be- 
zieht, 

f(x) = — / cosxudu I /■(<) cos ut dt , j ^ 0 , (16) 

n *o -o 

f(x) = — I sin xu du I /"(#) sin ul dt , .r > 0 , (1< ) 

71 • » •' 0 


wobei man nur zu merken hat, dass, wenn für irgend ein x eine 
Unterbrechung der Continuität in f(x) eiritrilt, an die Stelle von f(x) 
das arithmetische Mittel aus den beiden Werllien zu setzen ist, welche 
in diesem Falle dem f(x) zukommen. 
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Die Leiden Theoreme, welche wir so eben kennen gelernt haben, 
können noch in anderer Form dargestellt und auch so ausgedehnt 
werden, dass sic nicht nur für positive x, sondern ganz allgemein von 
x— — ao bis .r=-j-oc gültig bleiben. 

Zunächst kann man bemerken , dass 


/•(*) = 


f{x) = 



— oc 


COS Xlt llu 


sin xu du 


f m 

frw 

O 


cos ut dt , 

All 

(1) 

sin ut dl , 

a>0 

(2) 


ist; denn denkt man sich jedes von u == — ao bis «= + ao gebende 
Integral in zwei Integrale zerlegt, von denen das erste das Intervall 
u = — ao bis w = 0 und das zweite das Intervall u=0 bis « = + oo 
umfasst, so übersieht man leicht, dass das erste dem zweiten gleich 
ist, weil jede der Funktionen cosxucosut und sinxusinut für nega- 
tive it die nämlichen Werthc annimmt , wie für positive «. 

Setzt man ferner im Integrale (16) 

zw = 

so gilt die nunmehr entstehende Formel 

<t(x) + <f(— x) 

2 

= cos.ru du f cos ul dt 

0 0 

auch für negative x, weil hier f(x) mit cosxu die Eigenschaft — x) 
— f(x) gemein hat. Zerlegt man das Integral nach t in die Summe 

* „at 

y (t) cos ut dt + \ I <p ( — 0 cos ut dl 
0 0 
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lind nimmt im zweiten Integrale I — — t , so geht letzteres filier in 

— /V' (0 cos dt' = f qr (I*) cos iif' i/<‘ . 


Demnach wird die vorige Summe 

OC ' -* 0 

= ^ I q, (t) cos ut dt + J j q>(l ) cos ul' dt' 

o - * 

r 

= ^ / (f (i) cos ut d t 

*— OC 

t 

wenn man nämlich zuvörderst die Accente weglässt und dann beide 
Integrale zusammenzieht. Die Gleichung (3) geht jetzt über in 


f' O) + <r(— *) 
2 


1 f x f* 

= — / cos xu du I q (t) cos ut dt 


® > .r > — * . (4) 


Nimmt man ebenso in der Formel (17) des vorigen Paragraphen 


f(x) = 


<f(-r) — y(— 


so gilt die entstehende Formel sowohl für x = 0, als für negative x, 
weil hier /'(0) = 0, f( — x) = — f (x) ist; nach einer ebenso leichten 
Reduktion findet man 


q(x) — <p(—x) 
2 


1 

f* . 

71 

/ «« 
0 

Addirt 

man 


oo > x > — x . (5) 


i ut dt 


Addirt man endlich die Gleichungen (5) und (C), und be- 
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merkt, dass die darin vorkommenden Doppclintegralc auch unter den 
Formen 


und 


l r* ,* 

— I du I q (l) cos ut cos xu dt 


1 Z'* * 

— j' du I <f (I) sin ut sin xu dl 


0 -sc 


dargestellt werden können, so ergiebt sich sogleich: 

<p(x) = — j' du j' <f (t) cos u (t — x)dt, * > — x , (0) 

* o * - * 

wofür man auch schreiben kann: 

,se :: 

?(*) = r / d u f <f(t)eosn(t — x)dt, cc > x > — oo , (7) 

weil cosu(t — x) für negative u die nämlichen Werllie giebt, wie für 
positive u. 

bezeichnet man y — 1 zur Abkürzung mit i , so ist ferner : 

f (1n f •/ (') dl 

— X *— X 

X x 

— ^ f du I q>(t)cosu(t — x)dt 

*- «C - OC 

• / J* 

+ 2 ~ J / cp(l)sinu(t — x)dt. 


— x — x 


Da sinu(l — a?) für negative « sein Vorzeichen, aber nicht seinen 
Werth äudert, so erhellt leicht, dass sich das mit i multiplizirte Inte- 
gral von selbst annullirt, dass folglich übrig bleibt: 

Scblümücb, Analyt. Studien. II. 0 


Digitized by Google 


Cap. II. 


8-2 


</ (•*■) = 9 “ / du I <p(. 0 «“^ J) ‘ <H , so>.T> — ac, ( 8 ) 

- oc - ac 

indem der Werth des reellen Bestandteiles nach Formel (7) hcslinimt 
werden kann. 

Die liier entwickelten Formeln sind mit denen identisch, welche 
zuerst Fourier in seiner t/ir'oric de la chaleur auf anderem Wege 
abgeleitet hat. — Bei der Wichtigkeit der beiden Sätze Fouricr’s 
wird man vielleicht einen zweiten Beweis derselben nicht ungern sehen, 
welcher den besonderen Vortheil hat, von jeglicher anderweiten Theorie 
unabhängig zu sein und nur die kenulniss des Integrales 

.»« . 

/ sin : , n 

O * 


voraus zu setzen, woraus man, wie schon früher in der Gammafunklionen- 
llieoric, den Satz 



0 


sin au cos (in ^ rt 

u 2 1 


für n > b 


— 0 , für o b 


ableitet. — Man betrachte nämlich zuvörderst das Integral 


P — f du I F(t) sinnt dt 


worin wir /’(t) als stetig und endlich innerhalb des Intcrvallcs t = 0 
bis t — c voraussetzen. Durch Umkehrung der Integrationsfolge, die 
jiier gestattet ist, weil der Ausdruck 


cos yn 
ti 


F(t) sin ul 


innerhalb der Gränzen w = 0, 11 = a 0 und < = 0, t = c weder un- 
endlich, noch diskontinuirlich wird, nimmt P die Form 


P=Z f FW dt f ^<“^ l‘du 
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an, in welclicr zwei Fälle zu unterscheiden sind, nämlich y>c und 
Im erstercn ist zugleich y>/, weil vermöge der Inlegralions- 
gränzen nach t immer c>f sein muss, und fulglich annullirt sich 
das Integral nach u wegen « — t < // = y , also 

P = 0 , für y > <; . 

Wenn dagegen y<c ist, so zerlege man das Integral P wie 

folgt 

/' = f r F(l) dl 

o *0 

C v* 

k , / sin tu cos yn . 

+ I F(t) dt J - m du . 

* y * o 

Im ersten Integrale ist nun wegen der Integrationsgränzen für t 
immer f < y und deshalb verschwindet das Integral in Itezug auf w; 
im zweiten Integrale ist c > t > y und wegen t > y erhält das in 

7t 

Rezug auf u genommene Integral den Werth -x- und cs bleibt 

p = f F(l) dl. y , für y < c . 

% 7 

Vermöge des ursprünglichen Werlhcs von P ist demnach: 

I c - — (/ N / /•’(!) sin «f dl — ~ I F(t) dl , y < c 
' » “ * o “ r 

= 0 , y > c . 

Setzen wir nun j F(l) dt = f(f) also F(l) = f « ), so wird 
durch theilweise Integration 

fr«) sin ut dt = sin «< ff’«) dl - f U cos ul dl fr«) dt 
— f(t) sinnt — u ff«) cos xd dt 
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und die obige Gleichung geht über in 


p K (>0* 1 1 j' c 

f -■ ~ du J^c) sin uc — ul f(t)cosutdt\ 
— \ |A<) — f{y)\ oder = 0 


X _ J, 

.. . r sm cu cosyu , C (' c 

f {c) I du — I cosyu du I f{t) cos ul ilt 

0 0 * 0 

— Y |/( c ) — f(y)\ Oder =0 

je nachdem y<c oder y>c ist. Im ersten Falle, c>y, erhält 
f(c) auf der linken Seite den Faktor iin zweiten, c<y, den 


Faktor Null und mithin hlciht 

/ cos)-udu f f(t) cos utdt = ~ f(y ) , für y <c 

* 0 O 

= U , für y > c 

wie wir vorhin schon gefunden hatten. 

Ebenso leicht gelangt man zum zweiten Theoreme Fourier’s 
indem man von dem Integrale 


Q = f*!m du f' F (t)co,„U 


ausgeht. Man hat zunächst 


a = f C F(t)dt f ÜH r™ tw d U 


und unterscheidet hier wieder die beiden Fälle y>c, y<<\ Im 
ersten ist wegen c>< auch immer y><, folglich: 
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Q = f y>c 

0 

im zweiten zerlege man Q folgcndermassen 

OC 

f r „ , /' «« yiz cos <« , 

<i =» / FW* / — * 

*' O 0 

C . . 

P „ , , I VW £0$ ttf , 

+ / ™>" J — ^ 

- r • 

so ist liinsichtlich des ersten Integrales und für das zweite y<l<; 

folglich verschwindet das letztere Integral und cs bleibt 

/'* 71 

q= 

* » 

Setzt inan wieder F(t) = f'(t), so verwandelt sich die Gleichung 
f ~~~ du f F(t) cos ut dt — ~ J Fff) dt, y > c 

= -j- J F(t) dt , y < c 

in die folgende 

* , OC . 

% /* sinwicoscn . r siayti . 

FW J — u — du ~ F(°) / ~ (lu 

0 o 

CC c 

+ f «»>’“ r7n f fff) sin ut dt 

O 0 

— f- (/W — F(°)j Kr r> c 

= y (Ar) — F(°j) fQr y<c. 

Die Wcrthc der beiden ersten Integrale auf der linken Seite [der 
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Coefßzienten von f(c) und f (0)) lassen sieb aber in jedem der beiden 
Fälle y < c oder y > c leichl angeben und man findet so 

* e 

I sin yu du j f(t) sin ul dt — ^ f(y) , y < c 
0 ‘ 0 

=0 , y<r 

ganz wie früher. Ebenso leicht würde es sein, die allgemeineren 
Theoreme des §. 10 auf diese Weise abzuleitcn und sic auf solche 
Funktionen f(t) auszudehnen, welche innerhalb des Intervalles 1 = 0 
bis l = v eine Unterbrechung der Coutinuität erleiden, ohne jedoch 
gleichzeitig unendlich zu werden. 


§• 12. 

Es ist ein doppelter Gebrauch , welcher sich von den Theoremen 
des vorigen Paragraphen machen lässt; einerseits kann man sie nämlich 
bei der Auflösung partieller Differenzialgleichungen benutzen, um aus 
einem partikulären Integrale einer solchen Gleichung das allgemeine 
Integral abzuleiten, andererseits werden. jene Formeln für die Theorie 
bestimmter Integrale von Wichtigkeit, weil sic eine reiche Quelle neuer 
Inlcgralformeln darslcllcn. 

Von der ersten Art der Anwendung wollen wir, da sic unserem 
Zwecke ferner liegt, nur ein einziges Beispiel geben und zwar mit 
Fourier diejenige Differenzialgleichung integriren, welche zur Be- 
stimmung gewisser Wärmebewegungen dient. Wir schreiben in diesem 
Falle die Formel (7) in folgenden Zeichen: 

r 

dm I <f (©) cos w (& — .<) dO . (I) 

— oc — * 



Die gegebene partielle Differenzialgleichung sei 

du fP u 

dt ~ “ 1h? 

und zugleich die Bedingung gestellt, dass das Integral 


( 2 ) 


derselben u. 
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tlass eine Funktion der zwei Variablen x. und t ist, sich für f =0 auf 
eine gegebene Funktion von ,r, etwa q (.r) , reduziren solle. — Zu- 
nächst bemerkt man min leicht, dass der Ausdruck 


— a'u-t 

e 


cos co (0 — x) 


( 3 ) 


worin w und 0 willkührlichc Constanten bedeuten, die Gleichung (2) 
erfüllt, also ein partikuläres Integral derselben ist. Für t = 0 rcduzirt 
sich derselbe auf cos(o(0 — .t); um nun aber für < — 0 nicht diesen 
speziellen Werth , sondern q (x) zu erhalten , brauchen wir blos in 
Nr. (I) die Operationen nachzusehcn , welche noch mit cosu>(& — x) 
vorgenoinmen werden müssen, um daraus q (.?) zu bilden. 


Wenden wir ebendieselben Operationen auf die partikuläre Lösung 
in (3) an, so ist jetzt: 


1 



COS 10 ( 0 — x) { 1 0 


(-*) 


das verlangte allgemeine Integral. Da nämlich w und 0 von x und l 
unabhängig sind, so befriedigt ein Ausdruck von der Form 

-- dto . q (&) e cos w (0 — x) d& (5) 

die gegebene Differenzialgleichung, weil er sich von dem partikulären 
Integrale in (3) nur durch constante Faktoren unterscheidet. Jenes 
Doppelintegral ist aber nichts Anderes als die Summe einer unendlichen 
Menge von Elementen, deren jedes einzelne unter der Form (5) steht, 
cs muss folglich selbst die Gleichung (2) erfüllen , weil jeder seiner 
Destnndthcilc diese Eigenschaft besitzt. Da ausserdem der Ausdruck 
in (4) sich für t — 0 auf q (x) rcduzirt, so genügt derselbe allen 
Anforderungen, welche an « gemacht worden sind. Kehrt man in 
ihm die Reihenfolge der 'Integrationen um, so ist auch 




Tn j ? ( ®> d@ 


/ —a‘lu 7 

cos w (0 — x) e dio 

— « 
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und unter Anwendung der bekannten Formel 


/ 


__ k* 


cos 2 hto c tlu) = — — £ 


-(r)* 


ergiebt sieb hieraus 


h = — — / q‘(Q)ilG e 

2a /nt J 


(e-*r 

4a 2 1 


oder wenn man 


^ = / . tl. i. G = .z + 2atj/t 
setzt, wo tj die neue Variable bezeichnet: 




( 6 ) 


q(x + 2ar;/l)dr l . (?) 


Von der Richtigkeit dieser Resultate kann man sich auch leiclit 
a posteriori überzeugen; aus der ersten Form von u in Nr. (0) erkennt 
man sehr leicht, dass diese Funktion in der Thal ein Integral der 
gegebenen Differenzialgleichung ist, und aus der zweiten, dass sie sich 
für 1 = 0 auf q(x) reduzirt. 


§• 13 . 


Die zweite Anwendung, welche die Fourier’schen Formeln zu- 
lassen , bestellt darin , dass sie einen Leitfaden zur Entdeckung be- 
stimmter Integrale mit angebbaren Wcrthcn bilden; wählt man nämlich 
die willkührliche Funktion f(x) so, dass sich in den Gleichungen 

~ f(x) — f cos xu du f f(t) cos ul dt , c>.r^Q (1) 

"* 0 II 

n r* r e 

-5- f(x) = / sin xu du J f(t ) sin ut dt , c > x > 0 (2) 

0 " 0 


Digitized by Google 


Die Fourier sehen Integrale. 


S9 


die jedesmal erste Integration (nach t ) durch die gewöhnlichen Mittel 
in geschlossener Form bewerkstelligen lässt, so bleibt noch eine Inte- 
gration nach u übrig, die in vielen Fällen nicht direkt ausführbar sein 
wird; da man aber den Werth der linken Seite im Voraus kennt, so 
ist man durch diesen einfachen Calcül zur unmittelbaren Wertbangabe 
eines zwischen den Glänzen 0 und ao genommenen Integrales gelangt. 
Aus der so entstandenen Gleichung lassen sich dann durch Integration 
oder Differenziation nach den in ihr vorkommenden willkührlichcn 
Constanten wieder neue Integralformeln ablciten. Dabei ist jedoch 
ganz besonders zu bemerken, dass eine derartige Differenziation in 
Bezug auf x im Allgemeinen nicht , sondern nur unter gewissen beson- 
deren Bedingungen vorgenommen werden darf, wie sich aus der fol- 
genden Untersuchung darüber ergeben wird. 

Aus der Differenziation der Gleichung (I) in Bezug auf x ergiebt 
sich die nachstehende Formel, welche wir vor der Hand als eine noch 
problematische bezeichnen : 

y f (*) =* — f uiin xu du j f(t) cosut dt . (3) 

U * » 

Andererseits ist vermöge der Gleichung (2), wenn darin f{x) durch 
f (x) ersetzt wird 

r" 

Y f (x) = I sin xu du I f (() sin ut dt (4) 

wobei sich die Integration nach t leicht in etwas anderer Form dar- 
stellen lasst, sobald man bemerkt, dass 

/„•„ ut f (t) dt = sin ut f fit) dt 

- u fco, ut dt fn o dt 

ist; indem man hier f(t) für ff'(l)dt schreibt und die Gränzen 
c und 0 cinführt ergiebt sich 

j' f‘(t)sinutdt— f(c),incu — u j' f(t) cos ut dt . 

0 • 

e* 
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Mit Hülfe dieser Gleichung nimmt die Formel (4) folgende Ge- 
stalt an: 



sin .ru sin cu du 


u sin .ru du 



cos ul dt 


und wenn wir in dem mit f(c) multiplizirten Integrale die obere 
Gränze ao als Lim einer unendlich wachsenden Zahl k anschen und 
die daselbst postulirte Integration zwischen k und 0 ausführen, so ist 


sin (x — c)k sin (x + c) k ^ 
c 


-JA*) = ifW Liin T+T~f 

— y u sin xu du J' f(l) cos ut dt . 


(5) 


Soll nun diese ganz unbezweifelt richtige Gleichung mit der unter 
Nr. (3) stehenden noch, unsicheren Formel zusammcnfallen, so muss 
für unausgesetzt wachsende k 


f(c) Lim 


sin k (x — c) sin k(x -f- c)\ 
X + c f 


{ sin k(x — c) 
x — c 


=s 0 


sein, eine Bedingung, welche nur dann erfüllt sein kann, wenn 

m = » ( 6 ) 

ist, weil ausserdem der fragliche Ausdruck völlig unbestimmt würde, 
in so fern die Sinus unendlich wachsender Bögen zwischen + 1 und 
— 1 hin und her oszilliren , sich also keiner bestimmten Gränze 
nähern. Die Gleichung (6) giebt also die Bedingung an, unter welcher 
die Formel (3) richtig, d. h. die Differenziation der Gleichung (1) 
nach x erlaubt ist. 


Eine ganz ähnliche Betrachtung zeigt die Umstände, unter denen 
die Gleichung (2) in Bezug auf x differenzirt werden darf, wobei 

F* r c 

f (x) = / u cos xu du I f(t) sin ut dt (7) 
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herauskommt. Man hat nämlich zufolge der Formel (1) 

f (•*■) = f cos xu du f f (f) cos ut dt 
~ * 0 0 

uud hieraus folgt durch Anwendung des Prinzipes theilweiser Integration 
auf das Integral nach t 

r x 

f“ (x) = j cos xu du | cos cu f(c) — /"(0)J 


+ 


I u cos xu du I f(t) sin ut dt . 

n * " _ 


Nimmt man das erste Integral zwischen den Gränzen 0 und k 
und lässt nachher k ins Unendliche wachsen, so ist 


— f(Q) Lim + f ucosxudu j f (t) sin ut dt . 


(«) 


Soll diess mit der hypothetischen Gleichung (7) coiucidircn, so ist 
noch die Gleichung 


— /■( 0) Lim 


sin kx 


nölhig, zu deren Bestehen die Bedingungen 

m = ® . n°) = 0 

erfordert werden. — Man kann demnach sagen: „von den beiden 
Formeln (1) und (2) darf man die erste nach x dilTercnziren, so- 
bald /■(<) an der oberen Integrationsgränzc verschwindet, die 
zweite aber nur dann, wenn f(t) sich an beiden Iulegrationsgränzen 
annullirt.“ 
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Statt dieses Kennzeichens a priori kann man auch leicht ein anderes 
a posteriori aulstellen. Hat nämlich das Integral: 



u sin .tu du 



cos ul dt 


(10) 


einen bestimmten Werth , so muss offenbar die Bedingung f(c) — 0 
erfüllt sein, denn wäre sic es nicht, so würde aus Kr. (5) gegen 
die Voraussetzung folgen , dass der fragliche Werth unbestimmt, 
nämlich 


= Y AC*) ~ zA') Lim 


(*'« ( *—c)k sin (x + c)/q „ 1N 

\~^~c x + c"{ (I,) 


wäre; ist hingegen der Werth des Integrales (10) unbestimmt, etwa 

wie der von / coszdz, so braucht jene Bedingung nicht erfüllt zu 
J 0 

sein und die Cdcichung zwischen (10) und (11) reduzirt sich auf das 
triviale Resultat, dass ein paar unbestimmte Grössen einander gleich 
sein können. 


Eine ganz ähnliche Betrachtung ist auf das Integral 



0 



sin ut dt 


anwendbar und berechtigt uns mit der vorigen zusammen zu dem 
Ausspruche: „zwischen den nach x genommenen Differenzialquotienten 
der Ausdrücke 


7t 

2 


A*>. 



cos xu du 


sin xu du 


I f (t) cos ut dt , 
0 

f f(t ) sin ut dt , 
' 0 


c>x^ 0 , 


C > x > 0 , 


findet so lange Gleichheit statt , als die Wcrthe der durch die Differen- 
ziation entspringenden neuen Integrale bestimmte Grössen bleiben.“ 
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§■ 14 . 

Eines der einfaclisten Beispiele für die Theoreme (1) und (2) des 
vorigen Paragraphen bildet die Annahme 

— ar 

f(x) = e , c — ao . 

Erinnert man sich nämlich, dass für positive von Null ver- 
schiedene a 

/ * 

— «i , n 

e ros ul dt — -s —, — 
a + u 

• 

I '* at . u 

I e sin ul dt — — , 

J 0 «+«’ 

ist, so ergeben sich auf der Stelle die folgenden beiden Formeln 

jx 


7i —ar 

~2 e " J 

f a cos xu , 

« 

IIV 

o 

(1) 

7i —ar 

Y e =J 

| u sin xu 

r „ ,««, 

« u 

x>0. 

(2) 


Man kann dazu noch eine dritte und ähnliche stellen, wenn man 
bemerkt, dass 



0 


/ 


u sin .-tu 
i ? + Ti 1 



sin xu 
a 2 + u 1 


du 

u 


ist, woraus nun sogleich folgt 




sin xu 
tC -p u 1 



x > 0 . 


( 3 ) 

w 


Diese letztere Formel darf man als die gemeinschaftliche Quelle 
der unter (1) und (2) verzeichneten Resultate anschen, in so fern sich 
diese aus ihr durch zwei consecutivc Differenziationen nach x ablciten 
lassen. Die Formel (6) darf man jedoch nicht wieder differenziren. 
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ax 

weil die Substitution f(x) — e , welche zu ihr führte , den Bedin- 
gungen (9) im vorigen Paragraphen nicht genügt; in der Thal würde 
das neue Integral 



0 


n cos xu 

2 | l' Äll 
US u 


welches dabei zura Vorschein käme, keinen bestimmten Werth haben, 
wie man augenblicklich ersieht, wenn man es in der Form 



cos au du — a 1 





cos xu 
«* + «* 


du 


darstellt, und daher darf man dasselbe dem DilTerenzialquotienten 

71 — 

von -j- e nicht gleich setzen. 


Man kann zu den so eben entwickelten Resultaten auch auf einem 
anderen Wege gelangen. Setzt man nämlich 


V = 



0 


sin xu 


du 

u 


( 3 ) 


so folgt 


•Ja 

t Ix 


f 


«* + a* 


du 


tP y 



0 


u stn xu 

a r 2 
a ■+- tr 


( 6 ) 


' ' (?) 


und diese Differenziationen sind erlaubt, weil die fraglichen drei Inte- 
grale bestimmte endliche Werthe haben müssen, wie man leicht durch 
ein paar einfache Betrachtungen findet. Man hat ferner 


tP y 


y = 



n 

"2 


und hierin eine gewöhnliche Differenzialgleichung. Nach den bekannten 
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Methoden zur Integration der linearen Differenzialgleichungen erhält 
man als vollständiges Integral derselben 


'J = Ae + Be + 

wobei A und B die willkührlichen Constanten der Integration sind, 
und ferner 


d. t 


= a Ae — a B e 


d l y 

dj ~ “ 


(tjr — O X 

‘Ae + a 1 Be 


Da nun aus (5) und (6) folgt, dass für x—0 

. du du n 

y = ° und 7[i = J a T+-J-Ta 
0 

wird, so haben wir zur Bestimmung von A und B die beiden 
Gleichungen 

0 = A + B + 


X- = «A - aB 
2« 


woraus man A = 0, B = — ^ t erhält. Vermöge der Bedeutung 
du d 1 u . 

Ton di' 5# ,st nun 



f sin xu du 

(8) 

-e ) = 

J <r + « s n 
0 

n ut 

/ C ° S du 

( 9 ) 

2« e 

J O’ + U 1 
0 

»Ä 

n — er 

/ U SM XU 

(10) 

2* ^ = 

J a'+u' du 


übereinstimmend mit den früheren Formeln. 
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Schreibt man b und \fr für x und «, bemerkt ferner, dass 


jetzt 


/ 


COS bu , 7t — b\f r 7t 

— - — , du — — — e = — ~r , 

r + «i* 2/r b <lr 


Ir** 7 ) 


( 11 ) 


ist, so erhellt leicht, dass man sovielmal als es beliebt nach r diffe- 
renziren und die beiderseitigen Dilferenzialquotienten einander gleich 
setzen darf; da nämlich der Nenner der Dilferenzialformel durch Diffe- 
renziation nach r immer höhere Potenzen von r + ti* bekommt, so 
bilden die Werlhe der successiv entstehenden Integrale eine abneh- 
mende Reihe und sind mithin kleiner als der in (II) verzeichnete 
Ausdruck. Man hat nun bei n maliger Differenziation 


(- 1 )” 1.2 f 


cos du du 
«4-1 

(r + «*) 


7i d 

~b 


n+r~ 


( 12 ) 


dr 


Wendet man, um die rechte Seite zu entwickeln, die bekannte 
F ormel 


d f(/ x) J_ 1 / ) { /x) _ »(>» — !) / > (/ x) 

~2"f (/,-)” 2 (/x) n+l 

>- 2 ) 


dx 


(,»+!) n(» — 1) (>, — 2) f' I 

+ 2.4 | 


(/x) 


für x — r, /■(/ x) = f(\f r) — e' b ^ an, so dass /"(:) — c 
ist, so findet man 

d n {r b f 7 ) 

n 

dr 


bt 


- (st)’ I 


1-f 


»(fl— 1) 1 


2 bjr 

(«+ !)»(» — 1) (« — 2) ✓ I 


2.4 


' Gt?) 


+ « 


b \f r 
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Schreibt man n-f-I für »», substituirt diess in die Gleichung (12), 
diridirt dann beiderseits mit 1.2 ... n, was kurz mit n bezeichnet 
werden möge, und setzt am Ende wieder u* für r, so er- 
giebt sicli 



cos bu du 

n+1 

(«’ + «*) 


(13) 


ab 

n e 


ne f ° \ 

= 2«”«’ VS* 


{■ + ^ 


i 

ab 


+ 


( n + 2) (n + 1) n (n — 1) 1 , \ 

2 . 4 (ab) 1 * ' * • • J ‘ 


Gleiche Behandlung der Formel (10) liefert das analoge Re- 
sultat: 


- ab 

ne / b \ n 


_ * e f^\ l. 

2 . n‘ ' « ' I 2 ab 


/ >< sin bu du 
(n* + «>)" +l 

0 

«(«— 1 ) 1 

2 ab 

(»+ l)w(n — l) (n — 2) 1 

2 . 4 (ab) 


(U) 


5 + 


Diese Formeln stehen übrigens in einer sehr nahen Beziehung zu 
derjenigen, welche den Werth des Integrales 



O 


angiebt und in §. 17 Abth. I entwickelt worden ist. Setzt man nämlich 
in der Gleichung 

k * ° 

Schlomilcb, Analjrt. Studien. II. 7 
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k = «* + »*’ , so crgicbt sich 


1 

(«* + «’) 


1 

H-» ~ r( h + 1) 



(a 1 + « ! ) x 

e 


<Ll 


und durch Multiplikation mit cosicudu und Integration zwischen 
« = 0 und u =■ ao 


/ 


cos 2 cm du 


(«’ + «’) 


*+» — j>+j> 


I cos 2 cm du I 


x e 


«’) j 




Durch Umkehrung der Intcgrationsfolge gellt das Doppelintegral 
ühcr in; 





und so wird jetzt nach dem Vorigen 

4C * 

/ cos 2cu du sT n I l 

^j*-nv+T>J T 


(-'+3 


( 15 ) 


woraus sich die bisherigen Formeln leicht ahleiten lassen würden, 
indem man das Integral rechts für den Fall eines ganzen posi- 
tiven ft entwickelt. Diesen Weg ist (für ^ = 0) zuerst Laplace 
gegangen *)• 


*) Hut! il in de !a socicte phtlomalique Avril 181 1 ; oder Theorie ana- 
lytique des probabillles , trois. edit. paye 98. 
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§. 15 . 


Eine nicht minder bcmerkenswerlhe 

Y f(x) = f cot xu du f f(t) 
** 0 0 

c 

y Air) = J tin xu du J f(t ) 


Anwendung der Theoreme 
cos ut dt , c~>:g^O. 

im ul (/< , c > x > 0 , 


(1) 

( 2 ) 


gehl aus folgenden Substitutionen herror. 

In Formel (1) sei f(x) = sin nx , so findet man ohne Schwie- 
rigkeit 


/- 


rin «< co« ut dt 


(COJ (n + u) c cos (« — m) 
~ ~ \ a + M + a — u ) 

^ {a + u a — «} 


und mithin 


/ cosc(u + u ) 

ö+u 


r cosc(u — 

’ J u « 


— n) 


cosxu du 


cos xu du 


( 3 ) 


Ot 

f a cos xu _ "> n 

+ ./ 


Hier tritt der bemcrkenswcrthe Umstand ein, dass für .r<^c die 
Summe der beiden ersten Integrale der Null gleich ist. Man sieht 
dicss leicht auf folgende Weise ein. Im ersten Integrale sei o + n—t, 
im zweiten u — a = t , so geht jene Summe in 

— j' cosct x ^ — d) dt + f' — — cos x (< + «) dt 
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über; dabei zerlegen wir das zweite Integral in zwei andere von — « 
bis + n und von + a bis oo , wo sich das letztere mit dem ersten 
der obigen Integrale vereinigen lässt; diess giebt 

4t 

sin xt dt -f- / — — cos x(t + a) dt . (4) 


Hier ist das zwischen — o und + a genommene Integral wieder 
in zwei andere von — «bis 0 und von 0 bis + « zerlegbar ; setzt 
man nachher im ersten derselben <= — 1\ so wird 

COS Cl ft I \ u 

— — cos x(t+ n) dl 



= - r c ^cos(-f + a)df + r c ^rosx(t + 

• 1 J» 1 


o) dt 


d. i. weun man die Accente weglässt und zusammenzieht 


= — 2 sin ax 


/ " cosct . 

— " 


sin xt dt , 


Denken wir uns diess an die Stelle des zweiten Integrales in (4) 
gesetzt, so geht der ganze daselbst belindliche Ausdruck in 

„ . f cos ct . 

— 2*m ax I — — sin xt dt 
»' * 

. 0 

über, wobei unter der Voraussetzung c^>x 
a f cos ct. 1* sin (c + x) t f 1 sin (c — x) t 

2 J — m Xt ,H = J - ■ i— dl ~ J t <U 

o • « n 


IS 

2 



= 0 
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ist. Aus der Gleichung (3) folgt jetzt, wenn wir c ins Unendliche 
wachsen lassen, wo es dann grösser als jedes endliche x ist, 


n 

sm ax 



a cos xu 


du , 


# ^0 . 


( 5 ) 


Zu ganz ähnlichen Betrachtungen führt die Substitution f{x)=cosax 
in die Formel (2); man findet nämlich 


n 

tt cos ax 


r u sin xu 

X> °- 

0 

Berücksichtigt mau noch die identische Gleichung 

f sin xu , , f u sin xu , f* sin xu a* , 

I du + I -j i du — I -r j — du 

J u J o — u J «* — u* u 

0 0 0 

so ergiebt sich 

n v / smxu a , ^ ~ 

2 -(l— cosaar) = J • — </« , a:^0, (7) 


woraus man durch zwei consekutirc Differenziationen nach a: die 
vorhergehenden Formeln wieder ahleitet. 


Man kann ebenso, wie im vorigen Paragraphen, auch auf anderem 
Wege zu diesen Resultaten gelangen. Für 


f sin xu du 

y — ./ ö*ti¥ ¥ 


( 8 ) 


wird nämlich 


rfy r“ cos xu ^ 

dx J a* — M* 

O 

fP i/ f* u sin xu 

dx* J n’ — i? 


(«) 

( 10 ) 
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Man hat nun weiter 

(P v . , r* sin xu . 

-ä + o» « = I du = 

0 

und von dieser Differenzialgleichung ist 

y — A sin ax + B cos ax + 


71 

O" 


das vollständige Integral, woraus folgt: 

— n/I cos ax — ßa sin ax 
dx 

*£-7 = — n 1 /I Wn ax — a 1 B cos ax . 
dx 


Für x = 0 muss aher nach (8) und (9) sein 



0 


und folglich haben wir zur Bestimmung der beiden Intcgralions- 
constanlen A und B die Gleichungen 


0 = B + 


n 

2 "?’ 


0 == aA 


was A = 0 und B — — giebl. Vermöge der so bestimmten Werthe 
von y, Jj, haben wir nun nach (8), (9) und (10) 


(1 — cosax) = 

f sin xu du 

J o’ — «i 1 ti 
0 

(ii) 




71 , 

— sin ax = 

f COS XU _ 

/ 1 „» «“ 

(12) 

2« 

J a* — u* 
0 



JC 


71 

^ cosax — 

f u sin xu . 

1 « v— > du 

J a* + w l 

(13) 


0 


was mit dem Früheren zusammenlallt. Ucbrigens darl man die Diffe- 
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rcnziationcn nach x nicht weiter treiben, weil die neuen Integrale, 
welche entspringen würden, keine bestimmten Werthe mehr haben, 
wie z. B. 



0 


U COS XU 


r 

*' 0 


cos xu du + 


. f cos XU 

a J «w 


(lu. 


Dagegen ist cs erlaubt sovielmal als man will nach a* zu differen- 
ziren, was man auf die Weise ausführt, dass man sfr für a setzt, 
darauf »mal nach r differenzirt und zuletzt wieder «’ für r schreibt. 
Man gelangt auf diese Weise zu Formeln , welche denen in Nr. (13) 
und (14) des vorigen Paragraphen völlig analog sind. 


§. 16 . 


Die in den beiden letzten Paragraphen entwickelten Formeln sind 
durch die Aufmerksamkeit, welche man ihnen geschenkt hat, eine 
reiche Quelle fernerer zur Theorie bestimmter Integrale gehörender 
Beziehungen geworden, von denen wir die wichtigsten, theils neue, 
tlieils bekannte, entwickeln wollen. 

So ist es zunächst sehr bemerkenswerth , dass eine ganz simple 
Transformation liinreicbt, um das Integral 



P+ 

- 2ßz + X* 


cos rz dz 


( 1 ) 


auf jene Integrale zu reduziren und aus demselben den Werth von 



0 


cos bu du 


abzuleiten, worin m und n positive ganze Zahlen bedeuten. Unter 
der Voraussetzung nämlich, dass o’]>/S*, also der Nenner n 1 — 2 ^x + 1 ’ 
nicht in zwei reelle Faktoren des ersten Grades zerlegbar ist, kön- 
nen wir 


z — ß + x'f oß — /S* 
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in das unter (1) stehende Integral substiluiren , wodurch sich die Inte- 
grationsgränzen nicht ändern und 

dz = Ja' — ß* dx 
a* - 2ßz + z» = («* - ß 1 ) (1 + **) 
wird. Das in Rede stehende Integral nimmt dann die Form 

^> + «*=» * 

an , worin wir zur Abkürzung 

P + '/ß _ . 


fa'-ß' 


( 2 ) 


setzen und den Cosinus der zweilheiligen Grösse zerlegen. Das Integral 
wird dann zur folgenden Differenz 

cos rß I cos {rx \f u 1 — ß 2 ) dx 

— 0C 

f » . 

— sin rß I ^ ^ sin (rx\f a* — ß 1 ) dx . 

Diese zwei Integrale zerfallen wieder in vier andere, wenn man 
die unter den Integralzeichen angedeuteten Multiplikationen ausführt, 
nämlich : 

p cos rß I j cos (rx Sa* — ß 1 ) dx 
*— oc ‘ 

f , 

+ q cos rß I j ^ cos (rx \f u 1 — ß 2 ) dx 

■— oc ’ 

r* i 

— p sin rß I — * ,,M i TX — /#’) 

r x x 

— q sin rß I j— — — sin (rx\f u 2 — ß 2 ) dx . 
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Von diesen Integralen verschwinden das zweite und dritte, weil 
sie aus gegenseitig sich aufliebenden Elementen bestehen, in so fern 
nämlich der jedesmalige Faktor von dx die Eigenschaft f(—x) = — f\x) 
besitzt. Es bleiben also nur das erste und letzte Integral übrig, für 
die man auch 


r* 06 | 

2 p cos rß I - — — i cos (rx •/ o 1 — ß 1 ) dx 

«' 1 


— 1q sin rß I v V ~ 1 tln i rx ^ «* — ?*) 

J o 1 + X 

schreiben kann, wenn man berücksichtigt, dass der jedesmalige Faktor 
von dx für negative x die nämlichen Werthe, wie für positive x giebt. 
Da nun die vorstehenden Integrationen mittelst der Formel 


/ 


cos yx 

r+P 


dx 


= / 


x ltn yx 

1 + a:* 


dx = 


n 

Y 


—r 


für y — rf <*’ — ß 1 ausgeführt werden können, so ergiebt sich, 
wir den Ausgangspunkt (1) im Auge behalten, 


f ~ » co1 n *** 

K « — *ß* + * 

n (// cos rß — q sin rß j e~ r — ^ . 


wenn 

(3) 


Eine elegante Spezialisirüng dieser sehr bemerkenswerthen For- 
mel ist 


#=sl, ß = cos co , p = cos (m — I)W, q = — cos mm 
wo m und to noch ganz beliebig sind. Es wird dann 
p = sin mm , 'S a 1 — ß 1 — sin m 
und 



cos(m — 1) w — zcosmm 
1 — 2 z cosm + z i 


cos rz dz 


— rtinw 

= 7i e sin ( mm + r cos m) . 


\ 


w 
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Hieraus lassen sich durch Spezialisirung von <u und m mancherlei 
zum Theil schon bekannte Resultate ableitcn; man erhält z. D. für 

<o = 0 


GE 

/ cos rz _ 

I dz = 7i sin r 

*- oc 

was nichts weiter als eine etwas andere Form für 

C 2 cot rz . 

I - i dz = n sin r 

v' 1 — 2 


ist. Wichtiger dagegen sind die folgenden Anwendungen. 

I. Für ein gerades »i und positives ganzes m<;n + l ist be- 
kanntlich , wenn & zur Abkürzung für ~ dient *), 


»— 1 


1 + x" 


cos(m — 1)£ — zcosm9- cos3(m — 1)£ — zcosSmS- 

1 — 2x cos & ■+■ x 1 1 — 2z cos 3ÜJ- + z 1 

cos (n — 1) (m — 1 ) £ — x cos (« — 1 ) »>& 


.... + 


1 — 2x co*(ft — l)iT -f- : J 


Nach beiderseitiger Multiplikation mit cosrzdz kann man rechts 
sämmtliche Glieder integriren, wenn man in der Formel (4) sich 
für <o der Reihe nach 3 9-, 5£, ... « — 15- geschrieben denkt. Es 

ergiebt sich so: 


*) Es ist diess die nämliche Zerlegung, welche in den Elementen der 

/ -t’" -1 dx 
— 

1+zr" 

benutzt wird. 
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^ r • 

2 J FT? 


I rsinö- — r$iu30 

— n \c sin (m& + r cos 9) + c sin('$m9-{- r cos 39) -f- .. 


r Sin n — 1 & 


+ e sin (n — 1 m9 + rcos n — 1 9 ) } . 


Denkt man sich ferner das Integral auf der linken Seite in zwei 
andere von — x> bis 0 und von 0 bis ao zerlegt, so ist klar, dass, 
wenn m gerade , also in — 1 ungerade ist , sieb diese beiden Integrale 
auflieben, dass sie dagegen für ungerade in, also gerade m — 1, so- 
wohl dem Zeichen als dem Werthc nach einander gleich sind; im 
letzteren Falle kann man daher statt der linken Seite in der obigen 
Gleichung auch 


s 



schreiben. Setzt man endlich noch r = ab, z — — , so erhält man 

a 

leicht für ungerade in und gerade « > »i — 1 


/ 


j — I 


n . n 

a + x 


cos bx dx 


n i — ab sin & 

— — ( e sin (ni9 + ab cos 9) 


ab sin 3 # 

+ e sin (3m 9 + ob cos 3£) -f- •••■ 


— ab sin n ~ 1 & — - 1 

, . . + e sin (n — 1 m9 + ab cos n — 1 9)f (5) 


wobei immer 9 = — ist. 

n 
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Nimmt man beispieisweis m = 3, n = 4, so ergicbt sich nach 
einer kleinen goniomelrischen Reduktion 


/ *' * . , n —ab.f'i < ab .ab, 

-r -, — 4 cosbxdx = - — 7 = e cos — sin — 

a‘ + .r‘ * \f 2 / 2- 1 

0 

oder a'/i für a gesetzt 

f* 4a >X + x' C0S ~ ~£ä C [ t0J • 


DifTerenzirt man die Gleichung (5) partiell nach b, so kann man 
aus ihr auch leicht den Werth des Integrales 


/ 


n n 

a + x 


sin hx dx 


ableiten. 


II. Unter den nämlichen Voraussetzungen hinsichtlich der Zahlen 
m und n ist auch 




coj 2 (m — 1)5- — zcoslmfr 
1 — 2z cos25 4* ;1 


+ 


cos 4 (in — 1)5 — zcosimfr 
1 — 2: cos 4 ö + j* 


... + 


cos (n — 2) (m — 1)5 — j cos(n — 2) m5 
1 — 2 z cos(n — 2 )# + :' 


Multiplizirt man diess mit cosrzdz, integrirt Zwischen den 
Gränzen z = — <x> , : = 4 " ^ und bemerkt für das erste Glied 
rechts, dass 



— « 


cos rz , 

T=? th 



= n sin r 
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ist, während man zur Verwerthung der übrigen Integrale die For- 
mel (4) für w — 29, 49, 69, ... n — 2 9 in Anwendung bringt, so 
ergiebt sich 


/ m — \ 

- cos n dz 

1-S 


rsin2& 

«;i r + e sin (2m 9 -f- r coj 25) 

r sin 4 9- 

+ e sin (4m 9 + r cos 49) + ... 

—rsinn—'2& . 

••• + « sin (n — 2 m9 -1- r cosn — 2 5)1 

oder wenn man r = ab , z = — - und m als ungerade roraussetzt 


/ 


m — 1 


n n 

n — x 


cos bx dx 


n ( . , — ab sin 20- 

— n^m |* ina " + e sin(2m9 + ab cos 29) + .... 


— ab sin n — 2 & _ . 

. . . . + e sin (n — 2 m9 + ab cos n — 2 5)1 (6) 

und hieraus würde man durch partielle Differenziation nach b auch 
noch den Werth des Integrales 


/ 


» H 

a — x 


sin bx dx 


ohne Schwierigkeit ablciten können. 
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§• 17 . 


Multiplizii't man von den beiden Integralen 


/ 


cos hu 


, du = 




sin hu 
h 1 + n* 


du = 0 


das zweite mit \f — 1 = i und subtraliirt es darauf von dem ersten 
mit der Bemerkung , dass 

hui 

cos hu — i sin hu = e 


ist, so erhält man sogleich: 


f du — Ahi 

J P+l? 6 



( 1 ) 


Diese Formel combinirt Lejeune Dirichlet*) mit der aus der 
Theorie der Gammafunktionen bekannten: 


r(m) 


-/ 


m — J (fl 4- ui) x 

X C dx 


(2) 


worin n als positiv vorausgesetzt wird, auf folgende ebenso einfache 
als nette Weise. Man multiplizirt die vorstehende Gleichung mit 

du — Aui 

JF+ld e 


und integrirt darauf zwischen den Gränzen u = — ce , «= + oo; 
es ergiebt sich so: 


*) M. s. Cr eile 's Journal, lid. 4. S. 04. 
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/’(»-) 


/ 


fc Ami 

c 




du 

(«+«'T 



oc 


du 

1? + «*' 


— Äui 
c 



_(o + uOx 


(3) 


wobei die rechte Seite durch Vertauschung der beiden Integratio- 
nen in 




ac 


du 

k* + tt‘ 


_(/i + x)«i 

e 


übergeht und sich nun die Integration nach u ausführen lässt, wenn 
man in Formel (I) h + x für h setzt. Das vorliegende Doppelintegral 
reduzirt sich demnach auf das einfache 



— ax n _(A + x)i 
e dx -r e 


n - hk f m— I _ (a+l)r 
-p e I x e dx 


dessen Werth durch 


Ti _ tik f’(m) 

ausgedrückt wird. Indem man diess für die rechte Seite der Glei- 
chung (3) substituirt, ergiebt. sich : 



— Ai- 

du n e 


(n + ui)' 


1 * 

(« + *)“ 


( 4 ) 


Das Verfahren, welches zu dieser Gleichung führte, lässt sich 
wieder auf sie selbst anwenden. Multiplizirt man nämlich die der 
Formel (2) ähnliche 


l'(n) 

(* + «')" 



*-l —{b+ui)x 
x e ilx 
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mit dem Ausdrucke 

AmS 

e du 

(« + »«) 

d. i. dem Nämlichen, was in (4) unter dem Integralzeichen steht, 
und integrirt wieder zwischen den Gränzen u = — oo, « = -J- «> , 
so wird 



Durch Umkehrung der Integralionslblgen geht die rechte Seite in 




— (*+•*•)■• 
e 

Id + n x 


du 

( a + ui) 


wobei man die Formel (4) in Anwendung bringt, indem man darin 
h durch A + x ersetzt. Das vorliegende Doppelintegral reduzirt sich 
jetzt auf 

_(A + x)* 
e 

<« + *)" 

~hk 

ne r(n) 

(« + A) (* + A) 



und wenn diess in die Gleichung (5) eingeführt wird, so kommt: 
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/ 


k\+ «’ 


I ] 

(« + M0" (* + «/)" 


■du 


—AI 
v e 

~~k~ 


I 


1 


(« + *) <*+*) 



Man wird leicht den weiteren Fortgang dieses Calrüls übersehen; 
der nächste Schritt z. B. würde darin bestehen, dass man in der 
Formel (2) c und p für n und m setzt, die so entstandene Gleichung 
mit Dem mulliplizirt , was in Nr. (6) unter dem Integralzeichen ent- 
halten ist, darauf die Integralionsfolgen von x und u vertauscht und 
die Integrationen dadurch ausführt, dass man erst die Formel (G) 
für h + x statt h in Anwendung bringt , und die noch übrige Inte- 
gration nach x mittelst der Fundamentalformel der Gammafunktionen 
vollendet. Uebcrbaupt hat man im Allgemeinen 


. « . n . 

(ff + tu) (l> -|- Ml) (c -f- Ml) 

1 1 1 

(ff + /. ) (b -f- k) (<■ -f- kf 

wobei nicht zu vergessen ist, dass h , k, a, b, c, , . . sämmtlich posi- 
tive Grössen sein müssen. 

Hieraus lässt sich eine fernere Formel dadurch ableilen, dass 
man eine der Grössen m, n, p, r/ , etc. wieder als Veränderliche an- 
sieht' und in Bezug auf dieselbe diflerenzirt oder integrirt. Sei etwa 
y eine jener Grössen und « eine von den Zahlen n, 6, c, ... so 

erhält man durch Multiplikation mit t/' * dy und Integration zwischen 
den Gränzen »/ = 0 , y = « : 

Scblümilrii , Analst. Studien. II. 
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/ * A«i 

P~ l . I e 1 I I 

s ‘y I f+p ' — Tm * — ■ • • — 

t/ ' (a *+■ tu) (b + tu) (u + w) 

0 *“ Ot 

_/.* /•“ /U-l 

Ti c 1 1 ly tjjj 

k (o + /;)'* (6 + /)” t/ (« + kf 


da 


Kehrt man auf der linken Seite die Integralionsordniing um und 
bestimmt dann die Werllic der beiderseits vorkommenden Integrale 
mittelst der Forme] 



r oo 

(Isf 


so ergiebt sid» auf der Stelle 



1 

. 

(a + ui) 


1 

(>• + ui” 


1 


(/(« + m')J 


- du 


ne 1 1 ] 

(a + k) (b + h) (/(<« + k)^ 



Verfährt man hier wieder so, indem man unter den Zahlen 
a, b, c, ... irgend eine p und unter in, «, ... etwa t aushebt, 

mit z * dz multiplizirt und zwischen z = 0 , z = ao integrirt , so 
erhält man eine ganz ähnliche Formel, in welcher zwei logarithmischc 
Faktoren Vorkommen. Und so überzeugt man sich überhaupt leicht 
von der Richtigkeit der allgemeinen Gleichung: 
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/ 


_ hui 
e 


l ' (a + ui” ( 6 + »«)" 


(/(.«+w)f [l(ß + «/))’ 


...du 


(0) 


hi 


k (fl + k) M (b + k) n ( /(« + k)f [l((j + k)f 


welche wegen der vielen in ihr enthaltenen willkührlichen Constantcn 
zahlreiche Sjiezialisirungen zulasst. 


§. 18 . 

( 1 ) 
( 2 ) 

gründet sich auf den folgenden sehr einfachen Gedankengang. — Rennt 
man eine Funktion F(x) , welche sich wenigstens für alle innerhalb 
eines gewissen Intervalles liegenden Werthe von x , mittelst Mac 
Laurin's Theorem, in eine Reihe von der Form 

F(x) = A + Hx + Cx* + l)x' + ... (3) 

verwandeln lässt, so ist es nicht schwer, die Summen der Reihen 
A -|- Br cos u + Cr 1 cos 2« + Os* cos + • • • 

+ Br sin u + Cr 1 sin 2 u + />r’ sin 3« -f- ... 

worin r den nämlichen Bedingungen wie früher x unterliegt, ausfindig 
zu machen. Setzt man in Nr. (3) r (cos u -f- i sin u) für x , indem i 


Eine fernere Anwendung der Theoreme 
/ ' ros btt , n 

J ö^+u’ = 2a 


_ ab 

e 


f n sin (tu t 

1 n* -j- u \ 


n — ab 
e 
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die Stelle von \f — 1 vertritt , und zerlegt jetzt F(x) in seine reelle 
und imaginäre Partie dergestalt, dass 

/■’|r (ros u + i sin «)J = ®(r, «) + * u) (4) 


ist, so erhält man auf der Stelle aus der Vergleichung der reellen und 
imaginären Bestandlhcilc der nunmehrigen Gleichung 


0 (r , n) = A + lir cos u + Cr 1 cos 2« + . . . 
1 F(t,u) = lir sin u + Cr* sin Zn -J- lir* sin 3« -f- . . . 


( 


I 


(3) 


Man übersieht nun gleich , dass , wenn man die erste dieser 

. , du . . m du ..... 

Gleichungen mit ^ , die zweite mit multiplizirt und 

darauf zwischen den Gränzen « = 0 , u = integrirt, sich jede der 
Integrationen auf der rechten Seite ausführen lässt, indem man der 
Reihe nach in Formel (1) 6 = 0, 1, 2, 3, etc. und in Nr. (2) 
6=1, 2, 3, etc. setzt. Auf diese Weise ergiebt sich ohne die min- 
deste Schwierigkeit 


/ 


-vv-i , ,r “ 

ir -|- tc 


— + Br e 


— 2 a 3a , 

■f Cr 1 e -j- lir * c -j- . . . J 


u 1 F(r , k) 
a* -f- »* 


f~ 

J ( l 


du 


-T (®- 


+ 


2 a 

Cr* c + lir* 


_ 3 « 

c 


+ -)• 


Die auf der jedesmaligen rechten Seile vorkommenden Reihen 

— a 

sind nach Formel (3) seihst wieder smnmirbar, indem man dort rr 
für x subsliluirt und bemerkt , dass A = F( 0) ist. Demnach kamj 
man jetzt die beiden Theoreme aufstellen: 
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f* ®(r, «) 
I ii‘ + n 1 

/* u l P(r,n) 
I <r -+- u 1 

A 


r/n = 


r/« = 


n 



*’(«■« “), 


a > 0 , 


") — /'( 0 )], 


a ^ 0 , 


(«) 


( 7 ) 


wobei nicht zu vergessen ist, dass die Funktionen F, (P, l P durch 
die Gleicliung (4) mit einander liirt sind und ausserdem das Mac 
Laurin’sche Theorem auf /’(j) anwendbar sein muss. Man kann 
zu den obigen zwei Theoremen gleich noch ein drittes stellen, wenn 
man die Formel (7) für a = 0 spczialisirt und sie selbst von ihrem 
speziellen Falle 

f du = ~ ( F < r > ~ F <°>) 


subtrabirt; man findet so 
! P(r, u ) du 




(8) 


Es ist nichts leichter, als hierzu Beispiele zu gehen. Nimmt 

man etwa F(x) = /(I + .r), welche Funktion für — 1 in 

eine unendliche Potenzenreihe verwandelbar ist, so wird 

'fl + r (cos u -f- fr«’««)] 

= 4/(1 + 2r cos ii + r s ) 4- i Arctan — — 

2 ' i/i 1 + rcosu 


und folglich 



/(I + *2r cos ii + 
a 1 + u 2 



|/(l+rc "), l^r>-l, 


( 9 ) 



n 


u du 


-j Arctan 


r sin ii 
1 -J- r cos u 


£ 1(1 + re “), l>r>~l. (10) 
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Bemerkenswert!! isl noch eine Vorsicht, welche man an den 
Gränzen r=+l der Gültigkeit dieser Formeln zu beachten hat. So 
ist für r — 1 , 



l(2cos \u) i 

2 T 1 

U -f- U 


71 fl 

--/(1+e ) 


ti Arctan (tan in) , n ... — « 

j 3 ~ ~ «U = ' (' + C ) 

il + l» 2a ' 


aber man darf sich liier nicht einfallen lassen, 2l(2ros^n) lür l(2cos^u)* 
und 1« für Arctan (tan in) schreiben zu wollen. Die ersten beiden 
Funktionen sind nämlich blos so lange identisch, als cos in positiv 
bleibt, also von » — — n bis « = + 71 < darüber hinaus wird 2 l(2cos^u) 
stellenweis imaginär, während 1(2 cosin) 1 immer reell bleibt. Ebenso 
lallen die Funktionen in und Arctan (tan ^n) nur von »< = — n bis 
«= + 7i zusammen, für n> n dagegen tritt in der zweiten ein 

periodischer Zcichenwechscl und eine Oscillalion zwischen + und 


, — -jr ein, während die erste immer wächst und ihr Vorzeichen nie 
ändert. Ganz ähnliche Bemerkungen trelfen den Fall r — — 1. — 
Nimmt man in der Formel (9) r= — , wo nun q > 1 ist, so wird 


(' l(i ,* + 2 nrosn +1) — /(»»*) 
/ ii 1 -f « ' 


da = — /(l -j- — 



und wenn man die einzelnen Bcstamllheile des Integrales links trennt 
und wieder r für o schreibt 



+ 2 r ms u + r s ) 
id'+V 1 


da = — l(r + e ) , 
« 


r>l. 


Hier sicht man a posteriori, dass die Formel (9) nicht für r> 1 
gelten kann, indem der Werth des Integrales in diesem Falle ein 
anderer ist, als für r<l. 
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Als zweites Beispiel für die Anwendung der Theoreme ( 6 ), (7) 
und ( 8 ) diene die Annahme 

F & = rh 

wo nun 1 > a: > — 1 sein muss, weil nur unter dieser Bedin- 
gung der Ausdruck in eine l'otenzcnreihe verwandelbar ist. Hier 
wird nun 


1 


1 -f- rcosn 


1 -j- r(cofti -f- isinu ) 1 -f- 2 r cos ii -f- r* 1 + Je cns ii + v* 

und folglich 

1 + r cos u , du n 1 


I 


1 ■+■ Je cos ti + r* tc u* Ja 


1 -(- r e 


— , l>e>-l, ( 11 ) 


l ' x r sin ii ii du n 

,1 1 + Je COS u r 1 a 1 + «' . 2 


,, 1 >e> — 1 . (12) 


I -f- e e 


Der Gränzfall r= 4 1 bedarf hier noch einer besonderen Unter- 
suchung; da nämlich die Gleichungen 


== 1 


(/> (r, u) = 
— r cos ii -f- r s 


1 + r cos it 
l + Je cos u + r 1 

cos 2 u — r’ cos 3 « 


+ .... 


>F(r, u) = 


1 -)- Je cos it -J- r 1 
r 1 sin 2 u 4" r’ sin 3u - 


für r=+ 1 ihre Gültigkeit verlieren, so ist man offenbar nicht be- 
rechtigt, die Formeln (11) und (12) für diesen Fall in Anspruch zu 
nehmen. Man hilft sich dann sehr einfach auf folgende Weise. Sei 
etwa r = 4 - 1 , so ist : 
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sin u — sin 2 u -f- sin 3« — . . . . -f~ sin im 


= i tan n + | 


sin (in + 1) ~r 


wovon man sich leicht durch beiderseitige Multiplikation mit 2 coj ^ 

überzeugen kann. Durch Zuselzung des Faktors n /" und ]|,( e _ 

° u + « 

gration jedes einzelnen Gliedes ergiebt sich hieraus 

n 

2 


n , —a — 1a — 3« — na. 

\e — e + c~ — ... + e 


f sink 4 

I w fnn in ... I 2 « «m 

"v ?+^''“ + v ~rr-«--+7 

0 0 * "9* 

wobei k zur Abkürzung für 2« + 1 dient. Lässt man nun n und 
ebenso k ins l'ucndliche wachsen , so wird 

C /u ^ I * _ 2 u fln_ 

■ J + «- T * J rns « n 1 + 

0 0 * u * TT 


71 | — n 

-z- \c 


- - 2/7 __ Uff 

« +1? 


iw iw/’. 


71 C 

T 

1 + e 


Set/t man in dem zweiten Integrale links u = *2/ und bringt noch 
den Faktor — sin t hinzu, so ist jenes Integral auch: 


Jt 

/ sin kt sin t Xt ilt 
sin t cos I n~ 4- Xl 
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und der Gränzwerth hiervon ist die Null, wie man leicht mit Hülfe der 
Formel (10) in §. 3 für 


m = 


sin t 
cost 


4 1 

a‘ + 4t 1 


finden wird. Es lileibt demnach 



u tan \n 
ä r + u 1 ' 


0 


du 


a 

7i e 

— a 

l+e 


(13) 


Das Nämliche crgicht sich auch aus der Formel (12) für r=l, 
so dass dieselbe noch in diesem Falle richtig bleibt. Wenn es also 
auch unrichtig gewesen wäre, schlechtweg 

\tan ,*u = sin u + sin 2« + «n 3u — .... 

zu 6etzen , so ist diese Substitution doch unter dem Integralzeichen 
erlaubt, weil der an sich nicht verschwindende Rest der vorstehenden 
Reihe nach geschehener Integration sich annullirt. Auf ähnliche 
Weise lässt sich zeigen, dass die Formel (12) auch für r = — 1 
gilt, während man dagegen in Nr. (11) r weder = -f- 1 noch = — 1 
setzen darf. 

Eine ganz analoge Betrachtung ist auf die Formeln 

/ du = n > ü - < 14 > 

f “ "co,aü,a>0, ( 15 ) 

J « — « 2 — 

■ 

anwendbar und führt zu zwei Theoremen, welche einige Aehnlicbkeit 
mit den in (ö) und (7) entwickelten haben. Für 

F(x ) = A + Bx + Cr* -f- Dx z + ... 

8* 
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und 

<D (r , u) = A + Br cos u + Cr* cos 2 u + ... 

'F(r, u) = Br sinn + Cr* sin 2« + Dr' sin 3u + ... 

ergicbt sich Dämlich sehr leicht 

J a — ii 
o 

= 2 - [a + Br sin a + Cr 1 sin 2« + J 


f u ! F(r, u 

J 7?~ 1 ? 


du 


= — 4jp | Br cos a + Cr* cos 2u + Dr 3 cos 3 a -f- . . .J 
d. i. wenn man die Reiben rechts summirt 

f *• = £ [m + V(r, a)), a > 0 . (16) 

f du = ~ (F(0) - O (r, a)\, a > 0 . (17) 


Für a = 0 giebl die zweite Formel unter der Bemerkung, dass 
©(r,0) = F(r) ist 

/ du = ~ (F(0) - F(r)) 

und zu diesen Theoremen wird man ebenso leicht Beispiele finden, wie 
zu den vorigen. .. 
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Etwas allgemeinere Formeln kann man noch erhalten, wenn man 
statt von den Gleichungen (1) und (2) von den folgenden 




COS 1411 COS nu , n . fta — /<« — 

— V— — tln = — (e + e )e 
a + u* 4u v 


a 

./ 


sm uu sin nn 
— — — du = 0 

ii -f- u 4« ' 


n na 


f 


u costtu stnnu . n , p« 

—a' l +*- du ~ T< e 


— uti — na 

e ) e 


ft ci — na 

e ) e 


f 


usinuueosnu 

— a — du = 

u + » 


n /<« 

~ T< 6 


— fjt/ — na 
e ) e 


ausgeht, deren an die Bedingung fi < n geknüpfte Richtigkeit 
leicht dadurch zu erkennen ist, dass man die links vorkommen- 
den Produkte goniomctrischer Funktionen in Summen oder Differenzen 
zerlegt. 


§• 19- 

Der Nerv unserer im vorigen Paragraphen durchgeführten Betrach- 
tung liegt, wie man leicht bemerken wird, hauptsächlich darin, dass 
die in den Grundformeln (1) und (2), (14) und (15) vorkommende 
willkührliche Constante b verschiedene Werlhe erhielt lind darauf alle 
so entstandenen Gleichungen addirt wurden, entweder unmittelbar, 
oder nach vorgängiger Multiplikation mit beliebigen constanteh Fak- 
toren, wie A, Br, Cr 1 etc. Der gute Erfolg dieser Manipu- 
lation muss uns auffordern, eine ähnliche Rechnung in Bezug 
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auf die Constantc a durchzuführen, was in der That keine Schwierig- 
keiten macht. 

Schreiben wir z. B. in der Formel (6) des §. <» « für a, w für x 
und multipliziren die so entstandene Gleichung 


Mtt UtU 

ne -f- e 

2 nu — nu 

e — e 


1 u 

cosw rr~r ■ 

u 1* -(- U 


ä + cos 2(0 


+ «* 


cos 3to = 


3* + 14* 


n ^ ui — 


M 


mit sin hu du, so erhellt auf der Stelle, dass sich jedes Glied der 
Reihe rechts zwischen den Gränzen u = 0 und u = ac- integriren lässt, 
sobald man die Formel (2) des vorigen Paragraphen für o = 0, 1, 2, ... 
in Anspruch nimmt. Man findet nämlich 


n 

2 ” 



+ e 


— nu 

e 


sin bu du 


-T&- 


cos io e -f- 


24 

coj 2w c — 


1 3(o < 


34 


wobei sich die Reihe auf der rechten Seite nach der bekannten 
Formel 


^ — r cos (o + r* cos 2 w — r* cos 3u> •+• 
1 — r* 


= i 


1 2r coj (o + r* 


summiren lässt. Man erhält so ohue Schwierigkeit: 
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/ 


* (’)H OJU 

e + e 


au 
e — e 


sin bu du = A — — 
— au 1 b 


b _» 
e — c 


e -f- 2 cos ui + e 
6 > 0 , n ?? ui — n . 


( 1 ) 


Zu einem ganz analogen Resultate gelangt man durch ähnliche 
Behandlung der für n > ui > — n geltenden Gleichung 


<au __ u» 

n c — e 

2 n« TI« 

e — c 


= sin ui -yt — i — 2 sin 2 w | ; + 3 sin 3a» -rj-y i — • • ■ • 

1 + u 2 + u 3 + u 

welche mit Nr. (11) in §. 6 identisch ist. Multiplizirl man nämlich 
mit cos öu du, integrirt hierauf zwischen den Gränzen « = 0, u = x 
und bestimmt die Werthe der einzelnen Integrale rechts nach For- 
mel (1) des vorigen Paragraphen, indem man a = l, 2, 3, ... nimmt, 
so wird 


,9C 

itiU 

n Je — e 

T / ^ I 

«/ e — c 


cos bu du 


~b # — 26 36 

sin (0 e — sin 2w e + sin 3a i e 


= T [ si> 

und durch Suinmirung der Reihe rechts 


•1 


/ 


t DU UU 

c — e 

au — au 

e — e 


cos bu du = 


b — b 

e 2 cos ui -j- c 


6^0, n ui 


(2) 


Als spezielle Fälle der Formeln (1) und (2) sind bemerkens- 
werth : 
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1 ) Für = 0 aus Nr. ( 1 ) 


/ 


sin bu du 
nu nu 4 {b — 1* 

e — e e + e 


I C - 6>0, (*) 


ferner für 01—77, 


f 


nu nu 

e + e 

nu _ nu 
e — c 


sin bu du 


<*) 


2 4 * - 

e — c 


und wenn man hiervon die vorige Gleichung doppelt genommen sub- 
trahirt, so findet man noch 


/ 


i* {nu — {nu 
e — e 


1»« , r i 


sin bu du = 


2 


l * *>0 


( 5 ) 


e + e 

O 

2 ) Nimmt man in der Formel ( 2 ) u = -5- so wird 


/ 


cns bu du 


1 


inu — Inu b . -b 

e + e e + e 


, 6 = 0 • 


( 6 ) 


Der soeben ausgesprochene Gedanke lässt sich noch etwas weiter 
ausführen und liefert dann die Werlhe der allgemeineren Integrale 


und 



(?) 


( 8 ) 
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I. Setzt man statt der Grösse 


US _«« 

e. 4- e 

jtu nu 

e — e 


die vorhin benutzte Reihe, so zerfälüt das in Rede stehende Inte- 
gral (7) in: 

Ct OC 

1 T sin hu tlu 2cos ai C u sin hu du 
n ./ u n , I # (1 J u 3 ) (<t 3 + u T ) 

OC 

2roj 2 io I' n sin hu du 
~n .1 (2 3 + «’) (« 2 +~f?) “ 


Jedes einzelne Integral auf der rechten Seite lässt sich leicht 
verwerlhen , wenn man bemerkt, dass ihre allgemeine Form 

f u sin hu du 
./ («•+«») 0**+«*) 

= 1 , i {— j— r — i i I J u sin hu du 

« — /* + « « + « 1 

7i ub — nh 

i ö- (• - « ) 


~ »* — 2 

ist, woraus man sogleich findet: 


f 


oi u — tun 

e + e sin hu 


nu — T1K fl* -j- u 

c — e 


"i d* 1 


( 9 ) 


I — hK cos ro — ftb _d 

= 2i? (1 - e )_ PV (e ~ e > 


cos 2 io , — i>b — 2* 

V 


inj **uj — \ 
+ * ( e — e ) 
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wobei die Bedingung n ^ io ^ — n zu berücksichtigen ist. Zur voll- 
ständigen Angabe des Integrales links würde nun noch die Summirung 
der rechts vorkommeuden Reihe gehören, was aber nicht immer aus- 
führbar ist. Mit Leichtigkeit lässt sich diese Summirung nur in einigen 
speziellen Fällen bewerkstelligen, welche daher näher betrachtet werden 
mögen. ' 

Für ft = 1 findet man zunächst 


jt 

f* uitt tlU 

I e. + e sin bu 

I ntt — nu j -L tr ' 

e — e 


= 1(1 — e ) — COS 10 -r- c 


/ — , 

(« — « ) 


cos 3/0 — 4 — 3 4 

2^r( e — > 


6 b —4 

= i (1 — c ) — y e cotlü 


— h /COS 2 Ol CO* 3m cos 4 m 

+ e V -J73 - ” TT + ITT 


/ — 2* cos 2 jo .s* cos üm , — 4® co* 4 m . 

TT" { 1TT + C 7375-“ )• < ,0 > 


34 cos 3m , — 14 cos 4 ui 


Man übersieht auf der Stelle, dass cs hier blos auf die Summirung 
einer Reihe von der Form 


r J cos 2m r 1 cos 3ro , r* cos 4 to 

i 5 5 a ‘ ~ ' jf — s 


..., r<l , 


ankommt, die sich leicht in folgender Weise ausführen lässt. Es ist 
bekanntlich : 


1 
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4 /(I + 2 r costo -j- r*) = — | 


r co* to r* cos 2co 


' cos 3# 


Arctan 


r sin io r* sw 2eo r 1 sin 3« 


1 + r cos u» 1 


+ 


3 


wobei wir die links vorkommenden Funktionen zur Abkürzung mit 
q(r, to), \p(r,to) bezeichnen wollen. Man findet jetzt sehr leicht 


q (r, w) cos io + x)/(r, in) sin to 
r 1 cos io r* cos 2<o r* cos 3(o 

n 1 “l~ ö i 


r cos 2 io 

1 


q (r, io) cos io — ip (r, to) sin to 

r* cos 3 io t r* cos 4ro 
2 i 3— 


Multiplizirt man die erste Gleichung mit — , die zweite mit r 
und zieht jene von dieser ab, so wird 


— — r) q (r, ui) cos 10 — + r) ip(r, 10) 


sm 10 


= — 1 + 4 r cot 10 ~~ 


r 1 cos 2 oj r’ cos 3ro r* cos 4ro 
3 1 4 5 

r 1 cos 2(0 r’ cos 3« , r* cos 4 10 
1 2 + 3 




und hieraus ergieht sich gleich 

$ — [rcosio — 4 (~ r ) 1 ( r > “0 cos 10 — ^ +r)^;(r, (o)sinw 


r’ cos 2 co r* cos 3« ^ r* cos 4 10 


1.3 2.4 

SrtklSnilch , Anulyt. Stadien. II. 


3 .5 
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_» 

Setzt man liier einmal r = 1 uml dann r — e , so erhält man 
die Summen der unter Nr. (10) in Parenthese stehenden Reihen, und 
wenn man sich endlich an die Bedeutungen von q(r,ui), y>(r, tu) 
erinnert, so ergielu sich: 


+ 

+ 



sin bn 

TT « 1 


du 


b 

( b cos w -j- (o sin ui) c 

b —b ~b _ 

| (e — e ) cos u> . /(I -f- 2 e cos io + e 

b — b > sin 0) 

$ (e + e ) sin io . Arctan -r 

e -f- cos m 


n o> — n . 


2 h / ( J1 ) 
)| 


Durch Spczialisirungen von io oder DilTerenziation nach b lassen 
sich hieraus noch zahlreiche andere Formeln ahlrilen ; da der Mecha- 
nismus dieses Verfahrens sehr leicht ist, so brauchen wir ihn nicht 
näher anzugehen. 

Hat ft in der Gleichung (9) einen gebrochenen Werth, so schreibe 
man sie in der Form 



0 


sin bn 
u* + »* 


du 


1/1 /< cos io fl cos im 

TT '2/z + ~ 


_,.A 


1 -b 

+ V + e 


cos io 



_26 

t 


cos 2 fi» 



und summirc die erste der Reihen rechts nach Formel (2) in §. 6. es 
wird dann : 
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Ol U foU 

c + c sin bu n cos fito t*b 

r* du = — ö“ ~ — e 


] —b cos fü 

+ S? + £ v~ 


fl 1 + u 1 


_24 


2j< sin fxn 


cos Im — 3 iß cos 3 m 

e «s ~i + c ö* I 

2* — /u 3 — fl 


ft- 1 — b 

Hier ist der Fall fi = £ bemerkenswert!!, für welchen 


( • OJU Ol H 

e -f- c sin bu 
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/ - '■ — - — — , du = — 7i e 1 cot {m 

7t U — ..TtU ! - 4 - U 1 

c — e 

* -2* __ 36 

. „ . .je cos m e cos 'im e cos 3 m 

+ 2 + 4 l“0 37s + 577 


wird, was sich noch besser gestaltet, wenn man 4« für u, 2 b und 2 m 
für b und w setzt, wodurch die Gleichung folgende Gestalt an- 
nimint: 



— uu 


4" e sin bn 

— 4”“ 1 + u* 
— e 


du — 


n — * 

-jj- e cos m 


+ 1+2 


— 2 * 

e cos 2 m 


1.3 


_4* 

e cos 4ni 

375 


+ 


—64 

e cos 6m 
577 ~ 


Um die Reihe 


+ « f£, 


r 1 cos 2 m 

3“ 


r 4 cos 4m ^ r* cos 6m 


3.5 


5.7 



zu summiren, verfahren wir hier ganz ähnlich wie vorhin; behalten 
nämlich q(r,m) und x f>(r,w) die bereits angegebenen Bedeutungen, so 
ist wie früher 


q (r, w) cos m + xp (r, w) sin m 

r r* cos io r* cos 2w r 4 cos 3w 
— T 2 H 3 4 + 
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Nimmt man hierin r negativ, subtrahirt die so entstehende neue 
Gleichung von der vorstehenden, so folgt nach Division mit 2r 

~ (V(r, tu) — <p(— r, ft>)] cos tu + ~ r (V( r . w ) — iH — r > w )) 11,1 “ 


= 1 + 


r 1 cos 2 tu r' cos 4 tu , r* cos 6to 


3 


+ 


+ •• 


und wenn man o> für io schreibt 


^ (r, y — «") — <P (~ r . \ ~ w )) " 

+ l r (W. Y - “) - V»(— r -y — «))«»« 


r* cos 2 fo r* cos 4<a r* cos ßft) 

= 1 3 + 5 7 + 


(13) 


Ferner ist wieder wie schon früher 

<f (r, tu) cos tu — (r, o>) sin w 

r cos 2«) > -1 cos 3 ft> , r’ cos Atu 

— 1 2 1 3 


Nimmt man hierin r negativ, subtrahirt die entstehende neue 

r 

Gleichung von der alten und multiplizirl darauf mit -jj-, so wird 

( r , w) — qp(— r, oj)j cos tu — y (V(r, tu) — y( r, <«)] sin w 

r 1 cos 2ft) , t' cos 4o) , r* cos 6r« t 
— = |- « H |t ■+■•••• 


oder wenn man — tu an die Stelle von tu setzt, 
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Y (9 ( r * -%—•») — f (— *\ y — <")] «» w 
— Y [<A ( r , y ~ oj ) ~ V (— r - y — '")] «w w 

r* ros 2m r* cos 4m r* cos Om 
= i + -3 5—+ •••• (“) 


Subtrahirt man endlich Nr. (14) von Nr. (13), so erhält man 
2 (~ r ) (t ( r - "2 “) — ? (— r , y — to)J sin m 

+ Hy + r ) (v'O’t y — «/) — V' (— r . y ~ <u )j cos 01 

1 1 o cos 2m r* cos 4m r* cos 6m ) 

• = 1 + 2 PO TjT + “577 ••••) 

womit die fragliche Reihe summirt ist. Man kann dabei noch be- 
merken, dass, vermöge der bekannten Formeln 

l«~lß = l{j) 

Arclun u Arctan ß = Arctan ~ ^ 


die eingeklammerten FunklioncndiiTercnzcn folgende Formen annclimen: 
?(r, y~ w) — ?(-r, ¥ - m) = $/( — . 

i ‘ v l — irsinw+r' 


V(r, ~ — w) — x/j(- T, 4 — m ) 


Arctan 
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4 


Setzt man endlich r = e , so giebt die Gleichung (12) 


/ 


atu atU 

e + e sin bu 


\nu — in« 1 u 

e — e 


, du 


n — 4 

Y« COS U) 


• 4 _6 

. , * — ®\ . , fe + 2 «in a + e \ 

+ K e “ e 

C — 2 litt Cd + « 


. 4 —4. 

+ H* + e J cos io . Arctan 


i cos io 

~l ZU. 

e — c 


(15) 


n > > 

IT — Ot C- — TI 


woraus sich wieder durch Spezialisirtingcn von oo oder Differenziation 
nach b verschiedene andere Formeln ahicitcn liesscu. 


II. Ein ganz ähnliches Verfahren ist auf das unter Nr. (8) ver- 
zcichnctc Integral anwendbar; indem man, wie schon früher, die ge- 
brochene Funktion 


atU 

e 


0)U 


e 


7tU 71U 

e — e 


in eine Reihe verwandelt, was für n>ro> — n erlaubt ist, reduzirt 
sich dasselbe auf 


OC 

2 . r 

— sin to I 


cos bn du 


(!* + «») <jf + 


ec 

2 C cos bu du 

__ - - 2 litt 2(0 J + 


oe 

2 r cos hu du 

+ n 3 »in 3(o / (3-.^^ („*'+„•) 
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wobei man jedes einzelne Glied leicht integriren kann. Es ist nämlich 



0 


COS fill fJu 

(n- + u 2 ) ((U 1 + u a ) 




1 \ 

n 2 + M*j 


cos bn du 


n 1 /I — pb 

2 — ,< J V e 


i 

71 



und milliin unter Berücksichtigung der vorhergehenden Schlüsse 



uu 

e 


— n« 

e 


cos bu 


du 


sin m 




2. sin 2ro 





und hier glückt es ebenfalls in den Fällen /i = 1 und n = £ die 
Reihen rechts zu summiren. Zu den Resultaten , welche man auf diese 
Weise findet, kann man übrigens auch noch auf anderem Wege ge- 
langen, indem man von den unter Nr. I entwickelten Formeln ausgeht. 
Sei nämlich 





sin bu 


du = F(b, oi) 


so erhält man durch zwei Differenziationen, von denen die eine sieh 
auf 6 und die andere auf w bezieht. 



_ uu 

c u 2 cos bu d 2 F(b , (o) 

- nu -f- n 1 db du> 
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oder wegen 


«* . _ ft 

?+? ft' + u' 


durch Integration der einzelnen Theilc 




cos bu 


du 


d 1 F(h,iu) 
db dui 


Bestimmt man den Werth des ersten Integrales nach Formel (2), 
so wird jetzt nach Division mit fd 



(DU OJU 

e — e 


nu — nu 
e — e 


cos bu 

fd + 


du 


1 sin io 

u* ~t> _ - 

e + 2 cos w + e 


1 tP F(b, to) 
fd db dui 


wobei — n sein muss. In den Fällen pal, p = | lässt 

sich nun nach dem Früheren die Form von F(b, to) angeben und 
also auch die Differenziation nach b und (o ausfübren. Man findet 
durch diese mehr langweilige als beschwerliche Rechnung für p = 1 

oju — «u \ 

e — e cos bu , 

-- = du 

nu — nu 1 -f- u 

c — e 

b 

= i (6 sin to — u> cos to) e 

b -b „ . - 24 ) (16) 

+ i ( e + e ) sin to . /(I + 2 e cos to + e ) 

b — b sin to 

— £ (e — e ) cos to . Arctan — 

e + cos to 
n to — rt 
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und für /u = i 


J 


■» W U U» 

e — e ros bu 


{nu — Jjr« i + » 
e — e 


- x du 


n — b , 

-g- e sin io 

h — b 

, r b , — 4 \ ,(e + - sin <o + * \ 

— H c + e ) r0,w - l \~i — — l) 


. b — b 

+ £ \ e — « J jti« «) . Ar clan 


e. — 2 sin to + e 
2 cos (O 


b 6 

e — e 


y > io > — y 


13? 



Bemerkenswerth sind hier die Spezialisirungen 6 = 0, m 
in (10) und <u = -^- in Nr. (17); man erhält durch sic 


n 

2 




ilu 

r+ 7 ? 


i 

2/2 



§. 20 . 

Kehren wir von dem reichen Detail analytischer Entwickelungen, 
welches die einfachsten Beispiele zu den Theoremen Fouricr’s dar- 
boten, wieder zu dem letzteren zurück, und fassen nur die allgemeine 

fl * 
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Form desselben ins Auge, so finden wir das Kigcnthümliche jener 
Sätze hauptsächlich darin, dass das Resultat zweier aufeinander fol- 
genden und eine willkührliche Funktion enthaltenden Integrationen in 
einer sehr einfachen Weise mit eben jener beliebigen Funktion zu- 
sammenhängt , wodurch man in den Stand gesetzt \rird, den Gesammt- 
effekt jener Integrationen gleich im Voraus angeben zu können. Die 
analytischen Vortbeile, welche sich an eine derartige Gleichung knüpfen, 

! i| müssen uns nun, wenn wir die Sprache der Analysis recht verstehen, 

eine Aufforderung zur weiteren Untersuchung derartiger Beziehungen 
sein, und in der That ist auch das Theorem Fourier ’s nicht das 
einzige Beispiel, in welchem sich mehrfache Integrationen gegenseitig 
so weit, wenigstens theilweis, aufheben, dass mau ihr Endresultat leicht 
a priori hinstellen kann. Von besonderem Interesse sind uns in dieser 
Rücksicht noch zwei Theoreme, von denen das eine gewissermassen 
ein Analogon zum Fouricr’schcn Satze bildet, und das andere sich 
durch seine algebraische Form auszeichnet. Auf das erste, mit wel- 
chem wir uns zunächst beschäftigen, kommt man durch den sehr nahe- 
liegenden Versuch , die Wertlie der Integrale 

r r fl . 

I cot xu du I F(9)tinu9tl9 (I) 

' « * a 

und 

jt t fj 

I tinxudu I /■'(.*# ) cot ii 9 d9 (2) 

‘ • 1 « 

welche den in §. 10 unter I und II betrachteten ganz analog gebildet 
sind, zu bestimmen. Es würde durchaus keine Schwierigkeiten machen, 
diesen Gedanken ganz in derselben Weise auszuführen v wie cs in 
§. 10 mit den dortigen Formeln geschah; man brauchte zu diesem 
Zwecke die vorstehenden Integrale nur als dio Gränzwerthe zu be- 
trachten, welchen sich für unendlich wachsende k die folgenden 
beiden : 
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I cos .rit du 
0 

k 

I tin xu du 

* i 



nähern mul in diesen die Ordnung der Integrationen umzukehren, 
worauf man zur Anwendung der Theoreme des §. 3 Gelegenheit linden 
würde; es giebt aber noch einen einfacheren Weg , der darin besteht, 
dass man die Funktionen tin u9 und cot u9 durch bestimmte Integrale 
ausdrückt, was mit Hülfe der Formeln (5) und (6) in §. 15 geschehen 
kann, wenn man statt a, .r , >< darin 9, u, t, also 


sin u9 


2-2 f* cos nt 

~n J 9*—Ö 


cot ad = 


ac 

‘2 1t tin ut 

~ n J 9* — 1* 


dl 


(• 1 ) 


( 4 ) 


setzt, wo 9 und u conslant in Bezug auf die Integration nach t sind. 
Durch Substitution von (3) in (1) geht das fragliche üoppelintegral 
über in das dreifache 



a 


cot xu du 




cotut 
9* — <* 


dt 


welches sich durch Vertauschung der Integrationen nach t und 9 fol- 
gendermassen gestaltet: 



cot xu du 


* 

I cot ut dt 




9 F(9) 
9 t ~t 1 


di> . 


(5) 


Setzen wir zur Abkürzung 

^9F(9) 
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so ist nach dem Fourier 'sehen Theoreme das Integral in (5) 



O 


cot xu du 



0 


cot ut dt f{t) = f (.c) 


folglich wenn wir den Werth von f(x) analog dem von f(t) hin- 
schrciben und das Endresultat mit der ursprünglichen Form (1) in eine 
Gleichung setzen 


f » F(9) 


d» 


f 


cos xu du 



sin u9 dd - . 


(6) 


Substituiren wir ebenso die Gleichung (4) in (2), so geht das 
letztere Doppelintegral über in 

— f sin xu du f F(9)d9 — 1* dt 

• o *'« n 9 ~ 1 

2 f* . fßf F(9) 

— / sm xu du I sin ul dt / d9 

" J „ 9 —t 


wo wir zur Abkürzung 




setzen wollen. Es ist dann 



fl 



sin ul dt f(t) = — /"(.-»■) 


f p x F(9) 

J 9'~~~x' 


d9 


'"■'Ülgttized 


by Gaögle 
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und folglich mit Beziehung auf die ursprüngliche Form 

— f ö^'^x* = f ** ,,xudu F(&) cos u9- tlfr . (6 *) 


Schreibt man endlich in den Gleichungen (6) und (6*) f und ( 


für F und 9, so wird 




- /^m.» = 

1 cos xu du 

fß 

1 f(t ) sin ut dt 

(?) 

Ja * ~ 1 

J 

• 

f 

J U 


- . 

/ sin xu du 
* 0 

fß 

1 f(,t) cos ul dt 
1 0 

(8) 


und diess sind die beiden Formeln, welche einige Analogie zu den 
Fourier’schen Theoremen besitzen. 

Zieht man die obere Gleichung von der unteren ah, so ergiebt 
sich noch 


f ~~~t lU ~ f du f ß f® dn “ ~ ^ 

J a ^ 0 J a 


(lt 


(9) 


und diese Formel kann in Verbindung mit dem Fourier 'sehen zur 
Verwertlmng des doppelten Integrales 


f rni , fP—uti 

I e du I e fit) 
Ja 


dt 


worin i => ist, benutzt werden. Der vorstehende Ausdruck ist 

nämlich 

/ * . f ß u{X-t)i 

du I e _ f(t) dt 
« •'» 

= f du I cos ti(.T — t) f{t) dt 
J „ Ja 

+ i f' du f sin u (.c — t) fit) dt 

1 n n. 
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und wenn man im ersten Integrale cot u (.r — t ) zerlegt und dabei 
den Fourier’ sehen Satz anwendet, so findet sich unter Berück- 
sichtigung der Gleichung (0) 




f XU I I ult 

/ flu / e /’(<)< 


- + •/B; 



9 


wobei aber ß^>x >a sein muss, weil sonst der reelle Beslandtheil 
sich annullirt, wie schon früher gezeigt wurde. 

Eines der einfachsten Beispiele für die unter (7) und (8) aus- 

— aT 

gesprochenen Theoreme bildet die Annahme f{x) = e , es wird 
dann für x = b, u = 0 , ß = ao , 


/* ( ilt -«» 

I W=i' e 


/’ H cos hu 
I a‘ + u 1 


du 


(II) 


/ b dt — at 






n sin bu 
n*+ u* 


</« . 


( 12 ) 


Die Integrale auf der linken Seite gehören unter die Zahl der- 
jenigen, welche sich mit Hülfe des Integrallogarithmus verwerthen 
lassen ; setzen wir nämlich in der Definition dieser Transscen- 
denlcn : 



ab alb — /) *ii o (6 — t) j. , . . 

;> = p , z = e y \ so wird (h = — e a dt, h = a(b — t) 

und an die Stelle der Gränzen : =;> , i = 0 treten in Bezug auf 
die neuen f = ft, f = ac . 


Hierdurch crgiobl sich : 
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0 

afi f dt — at »; 

~ e J r-t e = /,( ° 

oc 

oder durch Yerlausclmng der Gränzen 

f* dt —at ~ 0 b 

./ r=i e l,(t >• (13) 

» 


— ab 


Subsliluirl man dagegen p — e und i = e 
man ebenso leicht 


findet 


— oi /' dt —«• 

- / r+i e = /,(e > 


oder 



0 


r/< — «I 

b~+i e 


ah 

e A (e ) . 


(14) 


Die halb« Differenz und die halbe Summe der Gleichungen (13) 
und (14) geben: 



und die Gleichungen (12) und (11) gehen jetzt in die folgenden über 

I ■ , ■ — i du = i\e h(e ) — « /i(e ) (1,-) 

. 1 id + « Y 1 

0 

= - *• i‘ rwA «(«•*) + *•"* ''•(‘ r " oA )] n«) 

*/ ri a 4- #/ * * 1 

welche die Analoga zu den Formeln (1) und (2) des §. 14 bilden. 
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§. 21. 

Es gicbt übrigens noch eine zweite Methode um die Gleichungen 
(17) und (18) aus den beiden vorhergehenden abzuleitcn, und die, 
wenn aucli auf einem sehr gewöhnlichen Kunstgriffe beruhend, doch 
dadurch hcmerkcnswerlh ist, dass man sic zur Entdeckung ähnlicher 
llcsidtate benutzen kann. 

Vertauscht man nämlich in der Gleichung (15) « und b gegen- 
einander , wodurch sich der Werth des Integrales nicht ändert , und 
bemerkt, dass 


/ . — ti 2 T* u sin bu 

e ~ ~n J 1* + «* 


du 


ist, so wird 

f a dt — tu 2 f a dt f >t sin bu , 

ä^T' e *+!?* 

■ 0 o o 

und durch Umkehrung der Integrationsordmmg ' 

OC 


2 f . , , r* * 

= n J ** "***«* I 


(«’ + O 


Per Werth des nach t genommenen Integrales ist aber 

n 1 

~ 2ü a 1 + m* 


mithin gicbt das fragliche Integral in seiner ersten und letzten 
Form 



0 



n sin bu 
i? + n* 


du 


( 1 ) 


was mit den Gleichungen (15) und (17) 


des vorigen Paragraphen 
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übereinstimmt. Beiderseitige Differenziation nach b bringt noch die 
Gleichung 



n 


ult 

«* — e 



ti ros bu 
«* + «* 


du 


• (*) 


zum Vorschein, die mit den Formeln (lfi) und (18) identisch ist. 
Weiler darf man aber mit der Differenziation nach b nicht gehen, 
weil sonst die Integrale auf der rechten Seite unbestimmt werden. 


Nimmt man dagegen in dem Integrale 



die Substitution 


_if 2t 
9 


2t /' ros bu 
= ~n J' *+?■'“ 

vor, so verwandelt sich dasselbe der Reihe nach in 
2 f nt dt f cos bu 

nj 7d~=7' J e + s' ,u 

» o 

= cos bu du f ( -T - ^ V + t») 

wobei der Werth des nach f genommenen Integrales 

= l(f-) _J— 

ist; man erhält auf diese Weise 

f a dt —t>i 2 Fa cos bu ,/ a \ , 

J „ a — 1 n J * or -f- u ' « ' 

Srhldmilcb , Analjrt. Stadien. II. 10 


( 3 ) 


Digitized by Google 



146 


Cap. II. 


und durch Differenziation nach b 


r 42“ _A <(-)•<« 

J a 1 — t n . 1 „ « 1 + n 1 ' « • 

n • 


Diese Formeln sind nicht weniger bemerkenswerth als die ihnen 
analogen in (1) und (2), weil man hier, wie dort, den Werth der 
jedesmaligen linken Seite mit Hülfe des Integrallogaritbmus angeben 
kann. 

Eine ganz ähnliche Reduktion lässt sich auf das Integral 


C a ilt — bi 

J, f + ? e 

anwenden und führt zu ebenfalls interessanten Formeln. Vermöge 
der schon im Anfänge dieses Paragraphen benutzten Substitution ist 
nämlich dasselbe 

_ 2 C a dt /' u sin /m ( 

~ h J «’+ f J F+V' ‘ " 

0 0 

2 r ■ , , t in 

= - y auunbudu J (fl , + 

wobei der Werth des nach t genommenen Integrales 
n 1 , 1 1 x n 1 


(J M ’ 2m « + « 

ist; stellt man daher die erste und letzte Form des Integrales in eine 
Gleichung, so lautet dieselbe 

r a dt —bi f sin bu , 

7. FT?' = 7 «T« du ■ (5 > 


Eine Differenziation nach b darf hier nicht ausgeführt werden. 
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weit mau dadurch auf das , keinen angebbaren Werth habende , In- 
tegral 



u cos bu 
a + u 



cot bu du 



a cos bu 
a + u 


du 


kommen würde. 

Ferner ist vermöge der zweiten für e getroffenen Substitution 


f a dt — bt 



at dt 
a* + f* 



cos bu 
(* + #■ 


du 


a cos bu du 



o 


t dt 

( a * + t *)(«>+0 


oder 


f adt 
. «* + ** 


bl 

e 



a cos bu 


n 


■ tr 



( 6 ) 


und durch Differenziation nach b 




u sin bu , / a \ , 

-j »7( — ) ««. 

«’ — u 1 ' u • 


( 7 ) 


Man übersieht nun auf der Stelle, dass die Werthe aller in den 
Gleichungen (5), (C) und (7) vorkommenden Integrale leicht anzugeben 
wären, wenn man den Werth von irgend einem derselben entwickeln 
könnte; diess auszuführen unterliegt aber durchaus keinen Schwierig- 
keiten , da das auf der rechten Seite von (5) verkommende Integral 
so einfach ist, dass es sich leicht auf seine letzten Bestandteile redu- 
ziren lässt. Diese letzten Bestandteile sind zwei eigentümliche Trans- 
sccndenten, zu welchen man auf folgende Weise gelangt. Nach einer 
sehr bekannten Formel ist 

U (e W ) = V + { l (h>‘) + j -y + J | — 2 + • • • • 
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worin C die von Mascheroni und Soldner zu 0.5772156 ... 
bestimmte Constante bedeutet. Führen wir jetzt eine neue Trans- 
sccndenle Ei(tc) der Art ein, dass 


£i(u>) = C + { /(so*) + { y + { j— ^ + 


( 8 ) 


ist, so erhellt auf der Stelle, dass für alle reellen w diese Trans- 
scendente mit /«(e"’) zusammcnfällt, für imaginäre io dagegen davon 
verschieden ist. Schreibt mau z. B. tc — 1 für «r, so wird \l( io 1 ) 
imaginär, während {/(tc*) reell bleibt und 


Ei(tc/—1) = C + J/(<o‘) 


i _ 

5 1 


* 1 . 2 . 3 . 4 




+ 


1 . 2.3 ^ 5 1 . 2 . . 5 



herauskommt. Selzen wir nun 


Ci(w) — C + 

4 /(io) ^1.2 + * 1.2. 3. 4 

• • <») 

Si(w) = { y - 

_ , + , «’ 

■* 1 . 2 . 3 T s 1 . 2 . . 5 

(10) 


so besteht zwischen unseren drei Traussccudenlen Ei(w), Ci(tc) und 
Si(w) die Relation 

Ei (w •/ — 1) = Cl(tc) + \f — 1 Si(tr) (11) 

welche der bekannten Gleichung 

»/" — I . 

e = cos ic -f- / — 1 sin ic 


völlig aualog ist und es rechtfertigen mag, wenn wir Ei (tc) die 
lutcgralexponenlicllc, Ct(io) den lutegralcosinus und Si(tc) 
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den Inlegralsinus von w nennen. Aul die lelztuu beiden Funktionen 
lässt sicli nun das Integral 


/ 


sin yx 
1 ~t~x 


dx 


welches von dem in Nr. (5) vorkommenden nur wenig ditferirt, mittelst 
folgender Schlüsse reduziren. 

Mail setze zunächst 


x = — — 1 

r 

so entsprechen den Werthen x = 0, x = ao die neuen Gräuzen 
: = y , z = » und man erhält 


sin yx 
1+x 


dx 


r 


shi (z — y) 


dz 


f 5 / f* cos z . 

= evs y I — dz — smy I dz, (1 1) 

- r z J r z 


Man hat nun weiter 




« _ll_ + » JL- 

* 1.2.3 ^ *1.2 ..5 


= Y ~ Si (r)i (13) 



Digitized by Google 


150 Cup. II. 

oder durch Zerlegung des Intervalle» 0 bis y in 0 bis 1 und 1 bis y 
im zweiten Integrale 




Die Differenz der ersten beiden Integrale ist nun offenbar eine 
blosc Zahl, die wir — K nennen wollen, der Werth des dritten 
Integrales ist £ l (y 1 ) und der des vierten ergiebl sieb durch Ileiben- 
verwandlung, so dass 



(* + W) - 4 na + i - •••) • < 14 ) 


Die bisher noch unbestimmt gebliebene Constanlc K bestimmt 
sieb sehr leicht dadurch , dass man in ihrer Definition 


K 



cos z dz - 


dt 


1 /’ — *< 

statt — das Integral J e dt subslituirt; es wird dann 
* 0 

a = j dz fr, — f cos z dz j r 

*0 O 0 0 

und durch Umkehrung der Inlcgrationsfolgc 

oc | Oc pc 

K = I dt I e~ U dz — J dt J e cos z dz 
* 0 * 0 0 0 

rrr- 
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wofür man auch sclireiben kann 



indem sich das erste Integral aus der ersten Parenthese gegen das 
zweite Integral der zweiten hebt. Der Werth der ersten Zeile ist 
aber der Theorie der Gammafunktionen zufolge = C— 0. 5772156 ... 
die andere Zeile kann in der Form 



dargestellt werden, woraus sich ihr Werth =0 findet. Dicss zu- 
sammen beweist, dass K—C, also vermöge der Gleichung (14) bei 
reellen y 



■ dz s=s — Ci(y) 


(15) 


ist. Substitniren wir jetzt die unter (13) und (15) gefundenen Resul- 
tate in die Gleichung (12), so ergiebt sich 


/ 


sin yx 

1 + .r 


dx = coiyjy — Si(y)j + tiny Ci(y) 


oder wenn man y — ab, x — — setzt 
: ' « 


f flu — Ci(ab)siuab — 

a + * 


+ 


Si (ab) cos ab 
~ cos ab . 
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Hieran knüpfen sich unmittelbar noch einige interessante Conse- 
((uenzen. Berücksichtigt man nämlich, dass 


/ 


<i sin bu , 
du 

n M m * 



» 


sin bn 
a + u 


du + 


f 


u sin bu 

ö 


du 


ist, wie man leicht durch Transposition des zweiten Integrales rechts 
findet und bestimmt die Werlhe beider Integrale rechts, so wird 

I ' j d u — Ci (ab) sin ub — Si(ab)cosab . (17) 


Eine Differenziation nach b unter der Bemerkung ausgeführt, dass 
d Ci (re) cot w d Si (to) sin fo 


die 

ist, giebt jetzt noch 


dw 


OC 

/ a* C S id ~ Ci (ab) cos ab + Si (ab) sin ab. (18) 

* 0 

Vermöge der Gleichung (5) ist nun auch 

f — " e = Ci (ab) sin ab — Si (ab) cos ab 
Ja+t 


Y cos ab 


und durch Differenziation nach b 

f t dt — tu 

e = Ci (ab) cos ab + Si (ab) sin ab 


— Y *in ab 


(19) 


(20) 


womit zugleich die Werlhe der in (6) und (7) vorkommenden Integrale 
gefunden sind. 
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Gruppiren wir jetzt zur leichteren Uebersicht diejenigen Formeln, 
welche aus den Scbematen 


f 


o«y(«) 

a* + n* 


du und 


J er — u 


entspringen, wenn man für <p(u) der Reihe nach, coabu, tinbu, e 
setzt, so erhalten wir die folgenden sechs: 


/ 


n cot bu , n — «* 


fy^äu _ t («<•»> H* - 

0 ' 

X 

f e 6 — Ci (ab) tm ab — Si (ab) cos ab 

%j fl x fl 


+ com ab 


/ a com bu , n . . 

= T "•* 

j* atin bu ^ __ *,•„ a b — Si (ab) cot ab 

0 

f e 4 ” — 4 (ß(aA) e~ ai — Ei (—ab) e ai ] . 


Durch Differenziation nach b ergeben sich hieraus noch die fol- 
genden : 

10 * 
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y * tumbu , n — «* 

. F+3*-T* 

f c Ü‘ C + 1 ' lf,< = — 1 + £i( - 06 ) <*“[ 


f u du 

J . 


_6« 

e 


{ Ci {ab) cot ab -f* Ä(o6) «noö) 


• 4 * -j sin ab 


/ uttnbu , n 

-= = au — — -rr- coj oo 

« — 2 

/ « cot Au , , 

= Ci (oA) co* aA + & (ab) sin ab 

9 

OC 

/ « da —i« f — ab ft 

jji „i e — ^|£«(aA)e + £•( — oä) e j . 


Endlich kann man vermöge der Gleichungen (3) und (4) noch 
hinzustellen: 


/ 35$ O* - I {«<■*>•-* - 
f, 3$$'G> * - T (“W - + 


ebenso wegen (6) und (7): 
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r 


'l? 0 — k» ^ (^~) ~ — 7f (O («6) ** n ab — Si ( ab ) cos ab] 


— cot ab 


r* ■ / 

J du = ~ [Ci (ab) cot ab + Si{ab)tint 


— jriwflö. 


$. 22 . 


Wir kommen nun unserem Versprechen der Entwickelung eines 
neuen Dopjrelintegrales für eine beliebige Funktion nach. Han gelangt 
zu dem fraglichen Theoreme leicht durch folgende Bemerkungen. 
Multiplizirt man die Gleichung 


mit dem Faktor 


/ 


cos nt dt 
u 1 — <* 


2 « 


tut nu 


u* du 


und integrirt darauf uach u zwischen den Gränzen u = 0, u = co, 
so wird 



u 1 du 



cos nt dt 
«* — <* 




( 1 ) 


und man kommt also durch gewisse doppelte Integration des Cosinus 
wieder auf einen Cosinus zurück. Dieses Theorem lässt sich leicht 
verallgemeinern, wenn man voraussetzt, dass eine Funktion f{x) be- 
kannt sei, die sich für alle x von x = 0 bis x = ao in eine Reihe 
von der Form 

f(x) = A cot x -f- B cot ix + C cos 3x + (2) 
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verwandeln lässt; es ist nämlich unter dieser Voraussetzung 



/ 


Acott + Bcotlt + Ceo*3t + ... , 
; dt 


£ Acota + B cot 2a + CcotZa ■+• ....J 

wie man leicht durch Integration der einzelnen Glieder nach Nr. (1) 
für n = 1 , 2 , 3 , ... findet , und diese Gleichung reduzirt sich ver- 
möge der Bedeutung von f(x) auf 



0 


u* du 




w 


Die Voraussetzung, dass die Gleichung (2) für alle x gellen 
solle, ist aber eine sehr beschränkende, denn wir wissen aus den 
Untersuchungen des Cap. I, dass Gleichungen von jener Form gewöhn- 
lich nur für das Intervall # = 0 bis x — n Bestand haben, und es 
bleibt daher noch die Frage zu erledigen, ob das bemerkenswerthe 
Resultat, was sich in der Formel (3) ausspricht, nicht vielleicht allge- 
meinere Geltung bat und von dem Bestehen der Gleichung (2), die 
uns hier nur zum weiteren Fortkommen diente, ganz unabhängig ist. 
Diess entscheidet sich sehr leicht auf folgende Weise. 

Jede Funktion f(x) lässt sich, so lange sie endlich und stetig 
bleibt, unter der Form 


/(*) 


= / cot x ai dat cp (w) 

darstellen, denn zufolge des Fo urier'schen Theoremes genügt es 

2 r ß r 

<p (m) = — I /■(») cos ui dt 

n d n 


(4) 


zu nehmen, um sogleich die Richtigkeit jener Behauptung gerechtfertigt 
zu scheu. Substituiren wir demnach: 
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cos tu du q (w) 


in das Doppelintegral 


S = 


r u* du f f(t) dt 

' m* — a* J 

0 0 


so geht dasselbe in das dreifache 


S 





q (tu) cot tu du 


( 5 ) 


über. Hier vcrsparcn wir die Integration nach u bis zuletzt, ohne die 
Aufeinanderfolge der Integrationen in Bezug auf t und u zu stören, 
und schreiben also 

• 0 0 

Aus Nr. (1) ergiebt sich nun für « = », dass der Werth des 

n a 

nach t und u genommenen Doppelintegrales = (-^ ) cos au ist, und 
demnach wird 

S — J' q(u) du cos au 


d. i. nach Nr. (4) für x = a, 

s = (f)*A«>. 


Vergleichen wir die erste und letzte Form von S und schreiben 
x für a, wobei die willkührliche Grösse x als (konstante für die beiden 
nach u und t zu verrichtenden Integrationen figurirt, so ist jetzt ganz 
allgemein : 
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( 6 ) 


und f(t) hier nur der einen Bedingung der Stetigkeit und Endlichkeit 
von t = 0 bis t = oo unterworfen. 

Es verdient noch besonders hervorgehoben zu werden, dass man 
in dem doppelten Integrale nach l und u die Reihenfolge der Inte- 
grationen nicht schlechthin umkehren darf, weil die Funktion von ( 
und u, auf welche sich beide Integrationen beziehen, nämlich 

«V(0 

(u* — X*) 


innerhalb der Integrationsintervalle t — 0, < = oc und u = 0 , u — <x 
eine Unterbrechung der Continuität erleidet, und zwar für l = u~x, 
wobei sie zugleich unendlich wird. Oie Umkehrung ist nur erlaubt, 
wenn man zu Dem, was dabei herauskomml, nämlich 



u* du 

(u‘ — x’) (u* <’) 


= 0 


noch denjenigen singulären Werth des Integrales binzufügl, wel- 
cher der Stelle t = u — x entspricht, und dieser Werth ist eben 



Nimmt man beispiclsweis 


m = 


i 

i + 1 


in dem Theoreme (6), so wird 

J 0 1-«* 

folglich : 
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wie man auch auf anderem Wege finden kann. 

t 

Die Formel (6) ist noch dadurch einer Erweiterung fähig, dass 
man beiderseits in Bezug auf a? als unabhängige Variable differenziren 
kann. Setzen wir nämlich für den Augenblick x' = z, so ergiebt sich 
durch n malige Differenziation der Gleichung 



0 


m <it 

u' — t* 


- ©V(/T) 


leicht die folgende 


1.2 


"V («>-o" +l 




2 Tr 


L (n+1) n („ - 1) („ _ 2 ) /" 2) (/7) 
*•* 

und wenn man (ur z wieder seinen Werth x x einführt, 



_i_ (»+ !)»(* — l)(n — 2) /" (x) J 

o ? •••]/ 


*1 
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worin »* zur Abkürzung für 1.2..« dient. Eines der einfachsten 

— X 

Beispiele hierzu bildet die Annahme f(x) = e , wobei man den 
Werth des nach t genommenen Integrales leicht dadurch findet, dass 
man erst t = ux setzt und dann die Formel 



in Anwendung bringt. 


§. 23. 


Der letzte endlich und vielleicht grossartigstc Gebrauch, den man 
von den Fourier’schen Formeln in der Gestalt, wie wir sie in den 
Sätzen (9) und (13) des 10. Paragraphen ausgesprochen haben, 
machen kann, besteht darin, dass man mit ihrer Hülfe eine Reihe 
vielfacher Integrale von sehr allgemeiner Form auf einfache oder 
höchstens doppelte Integrale zu reduziren im Stande ist. Nach den 
in §. 10 entwickelten Lehren bildet nämlich das Integral 


— f cot mt du f f{t) cot irf dt 
n J o J X 


eine unstetige Funktion der Grösse <r, da der Werth desselben f(o) 
oder Null ist, je nachdem o innerhalb oder ausserhalb des Intervalles 
& bis x liegt, so dass also 


und 

i 



cot ou du 



cot ut dt 


= 1 ist für x >■ o > X 
= 0 , für a > x oder o < X . 


Es kann daher das vorstehende Integral als allgemeinen Diskonti- 
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nuitälsfaktor dienen , und wenn wir schon im ersten Theile die Vor- 
theile kennen gelernt haben, weiche der einfachste aller derartigen 
Faktoren 

f ot . ' ■' » 

*m * , 

coi au du 

" 

• 

der sich für f(a)= 1, X = 0 , * = 1 aus dem Vorigen ergiebt, für 
die Reduktion vielfacher Integrale darbot, so dürfen wir hoffen, dass 
hier die Ausbeute noch viel reicher ausfallen werde. In der Tbat 
scheint auch die Dirichlet’scbe Integrationsmethode in Verbindung 
mit dem Fouri er 'scheu Theoreme der mächtigste Hebel für die 
Bewältigung der Schwierigkeiten zu sein, welche der Reduktion viel- 
facher Integrale von allgemeinen Formen bisher entgegenstanden. Die 
Leichtigkeit und Eleganz, mit welcher dieses 1 Verfahren zum Ziele führt, 
wird man aus den folgenden Beispielen ersehen. 

Wir betrachten zunächst das vielfache Integral 

S = 1 . . + " } F(* + , + ..) d* dy ... (1) 

in welchem a, ß, y, ... positive (konstanten bedeuten, von denen, 
im Falle sie imaginär sind, wenigstens der reelle Bestandteil als positiv 
vorausgesetzt wird, und sich die Integrationen auf alle diejenigen 
lediglich positiven x,y , z, ... beziehen, welche der Bedingung 

Genüge leisten. Bezeichnen wir zunächst * + y + ... zur Abkürzung 
mit t, so können wir statt der in (1) vorkommenden Funktion F(s) 
das Integral - ■ 


2 r* r“ 

— I coi su du I F(t ) coj ui 

n Jl 


dt 


substituiren , wofür wir passender: 

ScMSbIUS, a»»ljrt. Stadien. II. 
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2 

n 



— tu 

e 


du 



cot ul dt 


nehmen wollen, da eine Zerlegung de« letzteren in zwei andere von 
u — — oo bis u = 0 und n=0 bis u = ao leicht die IdentitSt desselben 
mit dem vorhergehenden erkennen lässt. Es ist jetzt 



«-1 


y 


e P ** •') dxdy ... 



und hier können wir die Integrationen von r = 0 bis ar = oo, y = U 
bis y = oo u. s. f. ausdehnen, weil der für F(t) substituirte Faktor 
sich annullirt, wenn nicht ist, also ganz von selbst die 

Elemente des vielfachen Integrales aussondert, welche jener, den Inte- 
grationen auferlegten Bedingung nicht genügen. Kehren wir zugleich 
die Intcgrationsordnung so um, dass wir zuerst nach x , y, x, ... 
und erst am Ende nach u und t integriren, so wird 

s =~f i mdi fco, tu du 






_(o j + fty + ■ .) — ,ui 
e t dx dy . . 


Setzt man für * seinen Werth, so zerfällt die Integration nach 
x, y , i, . . in das blose Produkt der Integrale 

f x ‘~ l e~ <“ + " 0x dx, f y"“ 1 dy , ... 

von denen jedes einzelne nach der Formel: 
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(k + ui) 


bestimmt werden kann. Es wird jetzt 


r(0 


- fr< o- f- 

Jx J (a-| 


cot tu du 


( 2 ) 


(a + td)(fl + td) .. 

QC 

und hiermit ist das vielfache Integral (1) auf ein doppeltes reduzirt 

Es knüpft sich hieran noch eine bemerkenswcrthe Consequenz. 
Schreibt man nämlich in der so eben entwickelten Gleichung 


/-I m-1 _(«*+# + ..) 

x y .. e F(t) dxdy 


ff 

= r(/)r(w) - f F ( t) dt r ^ 

*/., (« + «*•) 0» 


du 

(fl + uij* .. 


au, (tu, für a, ß, und setzt u = wv, so wird 
/—I « — I —(ax+fly +..)•> 


ff 


X y 


.. e 


m Hm ) . 


fm* f P~ 

J i •/(«*+ *0 (ß 


F(t) dx dy 


cot wtv 

m / + «■+.. — 1 


OJ + tli) .. W 


Diese Gleichung multipliziren wir mit 


1 Sm . 

co e du 


und integriren darauf nach u zwischen den Gränzen u = 0 und 
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ot = qo ; da auf der linken Seite u> nur in der Eiponentialgrösse vor- 
kommt, so erhalten wir dort ausser den Integrationen nach x, y, etc. 
noch das Integral 


/■ 


+ —(* + o-r+ &» + ..)•> 

i e tia) 


r(f+m+...) 


l+m+ .. 


+ ax + ßy + ...) 


Auf die rechte Seite dagegen kommt in Bezug auf w noch das 


Integral 


/•- 


»<» . , » 
«osvtmdu, = 


zu stehen, so dass jetzt die Gleichung 


r«+ . + ..) fff ■ J 

JJJ (» + o* + / », + ..) + + - I 

r- r' m 

\ • 

zum Vorschein kommt. Schreibt man das Doppeliniegral rechts, ab- 
gesehen tob seinem Coeffizienten, io der Form 1 

» f r! — 

J A (y) + o* (<* + vi) (fl + vi) .. 


so erkennt man sogleich, dass sich hier die Integration in Bezug 
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auf v ausführen lässt, wenn man die Formel (7) des §.17 für 

& n 

h = 0 , k =a — in Anwendung bringt Das Integral gehl nämlich in 



Ober. Schafft man die Brüche im Nenner weg, so folgt jetzt aus 
Nr. (3) für x > x + y -+• .. > l 


n n i-i » -i 

ff - • 

, V V {9 + aa: -f ßy ■+• ..) , 

«* /+«« 
w •• r * 

^ «/ x (& + at 


T(/+m- 


/+*+..— 1 


F(t)dt 


«0 (» + /«) 



• * • « 

Diese bemerkenswerthe Formel enthält unter Anderem das in §.19 
entwickelte Theorem von Liouville, in so fern es für A = 0, x = l 
und 9 = 1, a = ß . . =0, oder 9 = a = /?..=! und F(t) = 


(l + f) ' dasiselbe zum Vorschein bringt. 



Es lässt sich aus der obigen Gleichung noch eine zweite ableiten, 
in welcher eine ganz beliebige Potenz der Grösse 9 -t- cur + ßy + . . 
vorkommt Setzen wir nämlich 9 -f- v an die Stelle von 9 und zur 
Abkürzung ‘ I .s . 

.'■i : . . 

9 + ax + ßy + ... — o 
t m R ~t~ • • • ^ 


■_ t . ^ I ii 

multipliziren darauf beiderseits mit r dt und integriren nach *■ 

zwischen den Gränzen r = 0 , *=k=«ö, so kommt auf die linke Seite, 
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ausser den Integrationen nach x, y, noch die folgende zu 

■leben : 

. I 

ff-'-'* 
j. (» + 0* 

die sich leicht ausführen lässt, wenn man rcol setzt, wodurch 
dasselbe in 


1 (* l * 

/ J o (l + o* 


r(*-») rpo 
m 


übergeht, vorausgesetzt, dass n<ik ist, weil ausserdem das Integral 
unendlich werden würde, Substituiren wir diess und nehmen auf der 
rechten Seite von (4) die angedeutelen Operationen ebenfalls vor, so 
wird vermöge der Bedeutung von a 


fff 


i — I M — I 

x y .. F(x + y+..)dx dy 
(9 + ax + ßy + . . ./* 


HO f» 

roor<* 


/V ' ‘ dt f t — 

h) J. tMH-r+at) 


(5) 


F(Q dt 

(&+T 


womit jene vielfache, auf alle, der Bedingung *>x + y + s + .. >1 
genügenden, positiven x, y , z, ... sich beziehende Integration auf 
eine zweifache, zwischen constanten Gränzen vorzunebmende , redu- 
zirt ist. 

Man kann diese Theoreme noch dadurch etwas erweitern, dass 
man, wie schon im §. 19, an die Stelle von x, y, z, ... setzt: 

(— ) , (%-) , .. ferner — , — , .. für f, m, ... und a a, b 9 ft, .. 
' a ' ' 6 ' VH 

für a, ß, etc. So erhält man z. B. für F(t) = Conti. = 1 aus (4): 
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/- 1 «,-1 

x y 


ßy 1 -f- ..) 


<> r (y> •• .V\. f «>*« 

r(^+?+-) w " -V. 


/ * 

— %■ — + • • 

f 9 


w» _ 

+ — + I 


r/t 


($+ / £!<)' (&+b'ßt) V ... 


wobei sich die Integrationen links auf alle diejenigen lediglich positiven 
x, y, *, .. erstrecken, welche der Bedingung 

»>© P + (£)' + ( 7) r + •••>> # ' 

Genüge leisten. Als spezieller Fall ist bemerkenswert!! /=m=n = l, 
p = y = r = 2 , o = /9 = j ==l, wobei wir nur eine dreifache Inte- 
gration voraussetzen; es wird nämlich 


III. 


dx dy dz 


_ lem ■*? r 

r (!) 8 J / (* + a't) 


(S + *’ + S *^-z■) , 

/r dt 




Substituirl man die bekannten Werlhe von T(^) und r(|), setzt 
ferner t = u' und schreibt X’, *’ für X, *, so wird 

dx dy dz 


rrr ux ay uz 
JJJ (O + x' + y' + z'f 

= -abr r U%dH 

2 Jx / (* + «*«*) (9 + b'u') (» + f*«*j 


( 6 ) 
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wobei sich links die Integrationen auf alle die positiven x, y, z be- 
ziehen, welche der Bedingung 

■’ 2 (~)' + (’)' + ( 7 )' 2 * 

genügen. Die Formel (6) dient übrigens unmittelbar zur Lösung einer 
physikalischen Aufgabe. Denkt man sich nämlich zwei concentriscbe 
und ähnliche Ellipsoide, von denen das eine die Achsen «X, (X, cX 
und das zweite grössere die Achsen an, bn, cx hat, so sind die 
Gleichungen ihrer Oberflächen: 

■■ - (\ i + (f )' + (t)‘ 

• * - ©' + ci)' + (f )'• 


Sind ferner x, y, z die Coordinaten irgend eines Punktes inner- 
halb der von beiden Ellipsoiden begränzten Schicht , so ist dx dy dz 
das entsprechende Volumenelement und, wenn J die Dichtigkeit im 
Punkte xyz bezeichnet, Jdxdydi das Massenelement. Aendert sich 
die Dichtigkeit von Punkt zu Punkt, so muss J als Funktion von 
x, y, z gegeben sein, und das Einfachste ist, A als Funktion der Ent- 
fernung q des Punktes xyz vom Mittelpunkte der Ellipsoide anzuseben. 
Diese Entfernung wird bekanntlich durch y* + z* ausgedrückl, 

so dass also 

d = Ae) == /■(/ **+ $*+**) 

eine bekannte Funktion sein muss. Nehmen wir beispielsweis 
J = f( 9 ) = 1 — j — 1 r 

+ eT (* + * + ? + *) 

so dass also im Mittelpunkte die Dichtigkeit -i staufinden würde und 
sie von da an nach aussen zu abnimmt, so ist jetzt: 
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dx dy dz 


das Masscnelement der ellipsoidischcn Schicht. Die ganze Masse der 
letzteren erhalten wir jetzt durch dreifache Integration dieses Aus- 
drucks, wobei sich aber die Integrationen nur auf alle diejenigen 
positiven und negativen x , y, z beziehen dürfen, welche die Un- 
gleichung 


^( t )‘ + (*)'+ o'z* 


erfüllen, denn nur die der genannten Bedingung genügenden Coor- 
dinaten geben Elemente im Innern der fraglichen Schicht. Dehnen 
wir dagegen die Integrationen nur auf alle positiven, die obige Un- 
gleichung befriedigenden x, y, z aus, so erhalten wir olTcnbar den 
zwischen den positiven Thcilen der Coordinatenachsen liegenden Octantcn 
des in Rede stehenden Körpers. liier können wir nun die Formel (6) 
in Anwendung bringen und nehmen wir dann das Achtfache davon, so 
ist jetzt die Masse der ellipsoidischcn Schicht; 


4/i alte 


f 

■'i 


u 1 d ii 


VJ& + «*) O + /.’ «’) (9 + <■* «*) 


und somit das Problem auf eine Quadratur zurückgeführt. 


Bemcrkcnswcrtli ist der Fall 9 = 0, wo die Dichtigkeit nach der 
dritten Potenz von p nach Aussen zu ahnimmt. Es wird dann sehr 
einfach die Masse 



Für 1 = 0, x = 1 giebt der obige Ausdruck die Masse eines mit 
den Achsen a, b, c beschriebenen Ellipsoids, natürlich darf man in 
diesem Falle & nicht =0 setzen, weil sonst die Dichtigkeit im Mittel- 
punkte unendlich und folglich auch die Gesammtmasse unendlich wer- 
den würde. 

11 * 
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§• 24 . 

* 

Nicht ohne Interesse ist vielleicht das folgende Beispiel wegen der 
mehrfacheren Rücksichten, die man hier zu nehmen hat. Es sei 
nämlich das vielfache Integral zu reduziren 

* - fff- *10 + 0 + (f)' + (f)‘ + -)**- «» 

worin die Integrationen sich auf alle die wesentlich positiven .r, y, z, .. 
beziehen mögen , die der Bedingung 


■ > 0 ’ + 0 ‘ + 0 + 0 ' + 

Genüge leisten. Setzen wir zur Abkürzung 

■ = 0 + 0 + 0 + 0 + 

und statt F(s) das bestimmte Doppelintegral 

«c 


> X 


( 2 ) 


I cos sn du I F(t ) 


cot ul dt 


welches für alle * > x oder < X verschwindet , so tritt an die Stelle 
der Gleichung 


* = fff . F(s)dxdydz x>s>X 


die folgende 


5 = ///•• -TJ cos su du j' F(t) cos ut dl (3) 
wobei die Integrationen auf alle positiven x, y, z, ... ausgedehnt 
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worden sind, 
stehende 



Statt dieses Integrales betrachten wir das nach- 


ff f tLrJ y dt f e' u ' du f F(t) cos ut dt 
0 0 ** A 


von welchem <S den reellen fiestandlheil ausniachl. Durch Umkehrung 
der Integrationsfolge wird nun 


n 



cos tu du 


J j' j . . e*“' dx dy dz ... (4) 


und wenn man sich an den Werth von * erinnert, so zerfällt das 
vielfache nach x, y, z, .. genommene Integral in ein bloses Produkt 
aus den Faktoren 



deren Wertlie leicht auf folgende Weise zu finden sind. In dem allge- 
meinen Theoreme 




dx 


welches in §. 16 mitgetheilt worden ist, setze man 
A = — , A = a , f(v) = e 

so ergiebt sich 
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indem man rochts eine schon im ersten Tlieile dieser Schrift vielfach 
benutzte Formel in Anwendung bringt. Ist nun n die Anzahl der 
Variablen x, y, z, ... so wird das Produkt aus «Faktoren von obiger 
Form 


abc .. . J GF + -)' 

I» Im/ 

2 


wobei zur Abkürzung 


„ _ 2 «, , b , 

e - 7 + T + V + 


gesetzt worden ist. Nach Nr. (4) haben wir nun weiter 


(5) 


— n /** /* 

>, = B C ^" n i — J F(t)dt j ros tu 


1 (t+-)' 

f/w — e 


und da <S hiervon die reelle Partie ausmacht 


S = 


abc . . 9 


2 / / cor tu tun . . 

- J F(t) dt J — — cos (-- + gn) du 


oder kürzer 


* /* 

_ abc . . 2 I 

o" J , 


*’(<) ?' 


( 6 ) 


wobei die Bedeutung von T durch die Gleichung 


2 / cos tu tnn \ , 

= “ J — eo *[j + 9*)d» 
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bestimmt wird. Es ist nun nichts leichter als den Werth von T zu 
linden; man hat nämlich zuvörderst 


T = 


n 



pu 


du 


ff 



cos tu sin (>u 


n 



du 


und für f>p wird man hier 


1 COS tu COS (ill = cos(t -f- p)u -f- cos(t — p)w 

2 cos tu sin p« => sin {t + p) u — sin (t — p) u 


dagegen für t < p 

2 cos tu cos qu = coi(p -f- t)u + cos (p — t)u 
2 cos tu sin p u = sin (p -J- 1) u + sin (p — t)u 


setzen und dann die einzelnen Glieder nach den für lediglich positive r 
geltenden Formeln 


I C ™du 

J / 

sin ru , 
— — du 
* 


M-l 
n r 

2 l’(ft) cos \jj.n 

/*-! 
n r 

2T(u) sin 



integriren. Man erhält so, ohne die mindeste Schwierigkeit, 


T = 0 , für t < p 


(<- »)* 

'■(t) 


für 


f>p. 


Wollen wir diess in die Gleichung (6) sukstituiren , so sind drei 
Fälle zu unterscheiden, ob nämlich p > x ist, oder p zwischen x 
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und X liegt, oder endlich p < X ist. Im ersten Falle hat man wegen 
<<x um so mehr f<p, mithin T = 0, und 

S = 0 , für p > x (7) 

im zweiten zerlege man das Intervall von x bis herab zu X in zwei 
andere von x bis p und p bis 1 ; dann ist im ersten Intervalle t > p 
und im zweiten <<p, mithin verschwindet der letztere hestandtheil 
des Integrales in (6) und cs bleibt 


S = 




F(t) ( t-g )* 


dt, 


*>?>*• 


( 8 ) 


Ist endlich p < X , so ist wegen t > X um so mehr t > p, 
folglich 



dt, p > X , 


(«) 


und so ist in jedem Falle das vielfache Integral (1) auf ein einfaches 
reduzirt. 


Nehmen wir bcispielswcis n = 3 , /■'(<) =1, x=l, X = 0 , so 
wird für 

• > {~)‘ + + (f)‘ + (£)* + (t)' + (f )' > » 

fffd* dy dz = 0 , für p > 1 

= ya*c(l— p)’, für 1 > p > « *) , 


*) Der dritte Fall p<i, d. i. ?<0, kann hier nicht cintretcn, weil die 
(ileichnng unserer Fläche für negative a, t, .. a, ß, .. die nämliche bleibt, 
wie für positive Wcrtlic dieser •konstanten, und man folglich a, b, e, .. 
a, ß, y, . . nur als positiv und q daher nicht als negativ ansehen kann. 


Digitized by Google 


Die Fourier’schen Integrale. 


175 


und dicss ist ein Octant desjenigen Volumens , welches von der durch 
die Gleichung 


(t)’ + + (f)‘ + (f)‘ + (7)' + (f )' - > 


charakterisirtcn Fläche umschlossen wird. Für a = 0, ^ = 0, y = 0 
wird p = 0 und man kommt dann auf die Gubatur des Elli|>soids 
zurück. 


S- 25. 

✓ 

Ein paar andere Reduktionen vielfacher Integrale ergehen sich 
nach derselben Methode auf folgende Weise. 

I. Sei zunächst 

fff _(a*jr’+tfV + ..) 

S= F(x + y + ..) dx dy ... (1) 

und die ßedingung gestellt, dass die Integrationen sich auf alle die- 
jenigen positiven und negativen x, y , z, .. erstrecken, welche der Un- 
gleichung 

*>■* + » + * + ... > * 

genügen. Bezeichnen wir wieder x + // + •• mit 1 , so ist ganz 
ähnlich, wie früher 


S= fff . . e -<*'*'+P9'+ • > dx 




cos ut dt 


und da das letzte Doppclinlegral immer verschwindet, wenn nicht 
*>*>* ist, so können wir jetzt die Integrationen nach x, y, z, .. 
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auf das Intervall — oc bis + oo ausdehnen. Kehren wir zugleich die 
Inlegralionsordnung um, so wird 

S — — f F(t) dl I cos tu du ... 

n J l 

■ ... f f [..e-^^^^cLcdy.. ( 2 ) 

*— * 

Vermöge des Werlhes von s zerfällt die vielfache Integration nach 
x, y, x, .. in das Produkt der Integrale 

OC ss X 

C —uxi \ — uyi 

je e fix , I e e äy , . . . 

• _ - • -oc 


Es ist aber, wie man leicht übersieht. 


I _«t» I t 1 

I e e dt — I e c 


os ur dt — — e 
k 


r* r Q* 


und folglich wird das Produkt jener nach x, y, i, .. genommenen 
Integrale 


/=■-(£) Vn-(f/ 
« * * 


d. i. wenn wir voraussetzen, dass die Anzahl der Variablen x, y, z, ... 
durch n ausgedrückt wird „ 




a/?y 


wo zur Abkürzung : 
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• 1 , l , 1 

p =T* + Ä i + ?' + *••• 

sein möge. Die Gleichung (2) giebt dann: 

j-' r r 

s = i^rr. J i mtU J costu 


( 3 ) 


du e 


.Je’«» 


Hier lässt sich wieder die Integration nach « ausrühren und giebl 

p 

folglich , wenn wir die erste und letzte Form von S vergleichen, 



wobei die Integrationen links sich auf alle die positiven und negativen x 
beziehen , für welche x > a: + y + . . >1 ist. 


Man kann hieraus gleich noch ein zweites bemerkenswerthes 
Theorem ableiten, worin statt der Evponentialgrösse ein algebraischer 
Ausdruck vorkommt. Schreibt man nämlich a/eö , fl\f~m , .. für 

P 

a, fl, . so tritt an die Stelle von p und cs wird 



e 


F(x + y+ dy .. 


M 1 



afly .. 


J_ 

e 



dt . 


Scblömilcli , Analjrt. Studien. II. 
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Diese Gleichung werde mit 

#»— * — •> , 
b> e aut 


mulliplizirl und zwischen den Gränzen o» = 0, to = tc integrirt. Auf 
der linken Seite erscheint dann ausser den Integrationen nach x, y, z, .. 
noch die folgende 



e Hat 


£00 

(1 + «’*’+ /SV +../ 


und auf der rechten Seite tritt zu der Integration in Bezug auf f noch 
diese hinzu 



Man gelangt so zu der Gleichung 


r 00 


fff 


- * — ä-) 


o/Sy .. 


^(j + y + -0 dxdy ■ , 

(l + a*^ + /SV + .0' 

F(<) dt 


r £o 


0 + 7 > 
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die sich in die folgende elegante Gestalt bringen lässt: 


/// 


2n \ r (» 


F(x + y + ..)dxdy . . 

(l +a .*» +/S »y» +..)'* 

w— K 


aßy 


rb) 


I. 


F(t ) dt 


(e’+O 


#•— - 


TI — I 


(5) 


wobei g seine frühere , durch Nr. (3) festgestellte Bedeutung hat und 
hinsichtlich der positiven und negativen x, y, z, .. die Bedingung 
K>.T + y+ ..>X stattfinden muss. 


II. Sei für ein zweites Beispiel 

V _ fff F(x + y+ ,.)dxdy .. 

~ JJJ " (<»* + *>) 0** + y*) .... 


(6) 


worin sich die Integrationen , wie unter I. , auf alle die positiven 
oder negativen x, y , z, .. erstrecken sollen, welche der Ungleichung 
x>x + y + ..>X Genüge leisten. Berücksichtigt man , dass für 
;r +y + ”=* der reelle Bestandteil von 



tui 

e 


du 



cos ut dl 


= F(s) oder =0 ist, je nachdem s innerhalb oder ausserhalb des 
Intervalles X bis x liegt, so kann man <S als die reelle Partie von 


fff ■ 


dx dy . , 


(,«’+**) Qt'+y*) 


Ö7T 


cos ut dt 


ansehen und hier die Integrationen von x = — ao bis x = -{-», 
y — — » bis y = + » etc. ausdehnen. • 
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Bei gleichzeitiger Aendenmg der Integrationsfolge geht das vor- 
stehende Integral über in 


A 0 — flt 


e ,m dx dy . . 

+ **) (ß* + y 1 ) 


Vermöge der Bedeutung von s reduziren sich die Integrationen 
nach x, y , z, .. auf das Produkt der Integrale 



— * — * 


und dieses Produkt ist 


n 

a 


au 



7t 

r 


— r « 

e 


n” — (* + ß + r + ..)•> 

aßy . 


wo n die Anzahl der Variablen x, y, z bezeichnet. Das vorige viel- 
fache Integral wird jetzt 


*2 n 
afty 




cot tu du c 


-(«+/? + r + ..)« 


oder wenn zur Abkürzung 

“ + £ + y+ ... = p (”) 


gesetzt wird 



P 

e’ + c’ 
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Der reelle Theil hiervon würde S sein , da aber das vorstehende 
Integral gar keine imaginäre Partie besitzt , so ist 



F(-r + y + ..) '1-r •!;/ . . 

(«’ + **) W + y*) .••• 



« Pr •• 



( 8 ) 


Für alle Formeln dieses Paragraphen ist übrigens zu bemerken, 
dass man sie nicht in dem Falle, wo nur eine Variable vorkommt, 
brauchen darf. Die Integrationen zwischen den Gränzen — oo und 
-f- ao setzen nämlich voraus, dass es auch möglich sei x, y, . . 
negativ zu nehmen, diess kann aber, wenn nur x allein vorhanden 
ist bei positiven A und x, wegen der Bedingung x^>x^>\ nicht ge- 
schehen. Natürlich vermindert diese Beschränkung den Werth unserer 
Formeln nicht, da man sie für »i = l ohnehin nicht benutzen wird. 


S- 26 . 

Die Integrale, welche wir bisher betrachtet haben, boten für die 
Anwendung des Fouricr'scben Theoremcs und der Dirichlcl’schen 
Integrationsmelhode den besonderen Vortheil dar, dass die Grösse, 
welche in der Bedingungsungleichung die mittelste Stelle cinnimint. 
zugleich die Variable der willkührlichen , im Integrale vorkommenden 
Funktion ausmacht; dieser Umstand erlaubte den Diskontinuitätsfaklor 
mit dem Doppclintegrale, in welches die beliebige Funktion verwandelt 
wird, zu verschmelzen. Findet dagegen jener günstige Fall nicht statt, 
so bedarf es ausser der Substitution für die Funktion noch eines be- 
sonderen Diskonlinuitätsfaktors, so dass also zu den vorhandenen Inte- 
grationen noch drei neue hinzutrelen. Wir wollen diess an dem fol- 
genden Beispiele zeigen. 

Es sei das zu reduzirende n Variable enthaltende Integral: 
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S= fff F(x + y + z + ..)dxdydt .. (1) 

mit <lcr Bedingung gegeben, die Integrationen auf alle diejenigen 
positiven und negativen x, y, z, . , auszudehnen, welche der Be- 
dingung 

1 > (f )’ + (f )* + (t )’ + >0 

Genüge leisten. Bezeichnen wir hier x + y + z + . . . mit s, 
(y) + (y) + (y-) + .. mit a, und erinnern uns, dass der 
reelle Bestandteil von 


2 f sin tu au i 

n J ui 


tlui 


= 1 oder =0 ist, je nachdem er innerhalb oder ausserhalb des Inter- 
valles 0 bis 1 liegt, so können wir S als die reelle Partie von 


S' = 



ihn 


ansehen und liier die Integrationen auf die Gränzen — oo + oo aus- 
dehnen. Nach Umkehrung der Iulegrationsfolge wird das vorstehende 
Integral 


/ «e 

sin m , 

ihn 

w 



F($) t“' dx ily . . . 


Pa sich hier die Integrationen nach x, y, z, .. noch nicht aus- 
führen lassen , so benutzen wir noch die Formel 


Fw = k J du J 


(t - l) ui 

e F(l) tll 
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F(t) rf< 


-OC - * 


annimmt. Durch Umkehrung der Integrationsordnung wird hieraus 

S* = 1 f'™du> f F(t) dl ... 
n w J 

o — Oc 

0 

/ f /.. ... 

*- OC — oc ‘ 

Setzt man für o und r ihre Werlhe, so zerlegt sich die viel- 
fache Integration nach x, y, z, .. und das Produkt der «Integrale 

f ((f)'-H' f KD'-H' 

/ « <l.r . / « 4 >, ... 

— oc — oc 

deren Werlhe leicht anzugehen sind; dieselben heissen nämlich 


S ü) 

und ihr Produkt ist 


Sn a Sn b 

=- e , — 7 =-e 


/ u 


S ab c . . . 


wobei zur Abkürzung 

r 1 = a* + 6’ + c* + ... 


( 2 ) 
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gesetzt wurde. Durch Substitution jenes Werthes wird nun 


H 4 



(ü 


Die Ausführung der Integrationen nach « verwandelt dieses drei- 
fache Integral in das doppelte 



oder 



Die reelle Partie hiervon ist 


n -3 



tu 


Der Werth des nach tu genommenen Integrales kann leicht dadurch 
entwickelt werden, dass man den Cosinus auflösl und das Integral in 
vier andere zerlegt, deren Wertho nach den Formelu: 
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n k 




2 T\n ) sin 

u-l 
n k 

2 r(/.i) cos fatn 


bestimmbar sind. Da liier aber k als lediglich positiv vorausgesetzt 

t* 

wird, so muss man die Fälle unterscheiden, in welchen 1 — p positiv 

oder negativ ist, und im letzteren — (p — l) dafür schreiben. Man 

findet auf diese Weise ohne Schwierigkeit, dass der Werth des in 
Rede stehenden Integrales 


n — 1 



ist, je nachdem 1 — p positiv oder negativ ausfällt, oder was auf 

das Nämliche binauskommt, je nachdem t innerhalb oder ausserhalb 
k Inlervalles — r bis + r liegt. 

Zerlegt man nun das nach t genommene Integral in drei andere 
von — qo bis — r, — r bis + T , + r bis + ao 


so ist ira ersten und letzten Integrale l — p negativ und folglich 

verschwinden beide Integrale ; demnach bleibt blos das mittelste stehen, 
t 1 

in welchem 1 — p positiv ist, und es wird 



12 * 
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wo man noch t=ri setzen kann. Vermöge des ursprünglichen Wertlies 
von <S ergiebt sich nun, dass für positive und negative, die Be- 
dingung 


1 > ( 7 ) + (f) + (f> + > 0 

erfüllende .r, y, 2 , .. die Gleichung besteht: 

•• *X* + jr + * + ••) ^ dydt .. 


fff- 


n — 1 


abc .. 




/«' 


n — I 

“ 5 “ 


F(n) (1 — »*) dx 


( 3 ) 


Diese Formel löst unter Anderem die Aufgabe, die Masse eines 
dreiachsigen Gllipsoids zu bestimmen, in welchem die Dichtigkeit von 
Punkt zu Punkt veränderlich und zwar als Funktion der Coordinalen- 
summe jener Punkte gegeben ist. 


s 


. 27 . 



Von besonderem Interesse ist noch die Thatsache, dass sich durch 
einen sehr einfachen Mechanismus aus jeder Reduktionsformel für ein 
vielfaches Integral eine unzählige Menge anderweiter Formeln derselben 
Art herleiten lassen, deren Allgemeinheit nicht geringer ist, als der 
bisher aufgestelltcn. Das Verfahren selbst wird aus der folgenden 
Betrachtung erhellen. 

Wir setzen voraus, man kenne den Werth eines vielfachen Inte- 
grales bereits, und es sei etwa 

U = j'JJ' .. <D(x, y, z, ,.)dxdydz ... (1) 
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Hierbei mögen die Integrationen sich auf alle diejenigen wesentlich 
positiven x, y , z, .. beziehen, welche der Bedingung 

I > <jr(u, x, y, z, ...) > 0 (2) 

genügen, in derselben soll u eine willkührlichc Constante bezeichnen, 
von der wir jedoch voraussetzen , dass sie nicht in O vorkomme. 
Vermöge des Diri chlet 'sehen Diskontinuilätsfaktors sind wir be- 
rechtigt, das Integral U als den reellen Bestandteil des folgenden 
anzusehen 


fff” * 



?(». -v, y, . )••' 
e 


diu 


und in dem letzteren die Integrationen nach x, y, z, . . auf das Inter- 
vall 0 bis oo auszudebnen. In so fern V von u abhängt — denn die 
letztere Grösse hilft in (1) die Integralionsgränzen bestimmen — so 
können wir auch beiderseits nach « dilferenziren liTtd inlegriren, und 
cs wäre z. B. 



dü , 

U —r~ tlu 

du 


oder 



V 


offenbar gleicli dem reellen Bestandteile von 


r- vo ■ . .) dx dy ... 


Dt » 

2 f sin w y (* > ■ r . y , ••) •« ^ r 

n J U) \ 

0 


Da sich aber die angedeutete Differenziation und Integration nur 
auf u bezieht und diese Grösse erst in dem nach a> genommenen Inte- 
grale vorkommt, so ist der obige Ausdruck auch: 
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= /// .. C l>(x, y, ..)dxdy ... 


i r*-*, 

» w j. 


?>(“. ■*. y, ■■)•»' 


wobei wir das Doppdintegral nach w und w mit K bezeichnen wollen. 
Führen wir statt u eine neue Variable v der Art ein, dass 

tf(u, x, y, = v (3) 

so ist offenbar umgekehrt auch u eine Funktion von v, etwa 

« = y/(v, x, y, .. .) (4) 

wenn ferner u die Werthe * und ij angenommen bat, ist v = q(i, x, y , ..) 
und v = qp («7, x, y, ..) geworden. Das Doppelintegral Ii geht jetzt in 
das folgende über: 


T f *?+ J 


-.9 U, *, y. ••) 


sin w I vhi 

(hü I y/( v, x, y, ..) de 


9 («, -r, y, ..) 

if (*. *, y, ) 


/ ,{! W, *, y, ..) 

tinuidto I ip(v, x, y, . .) i 


i e dv . 


?(*. *,jr, •) 


Hiervon ist die reelle Partie, die wir allein brauchen 

/ 


/ p.9(v- *, y, •■) 

sin m dm I y(v, x , y , . .) nt 

9 (*• 

— f sin iü dw ly 

* J J 


sin uv dv 

~9 (*. *, y. ••) 
i9 («, *, y, ..) 

— — f sin (odw J ip(v , x, y, . .) sin uv dv . 
9(9, *,9, 
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Zufolge des Fourier'schen Theoremes ist der Werth dieses 
Doppelintegrales 

wenn <p(t,x,y , ..) > 1 > <r («7, y, ••) 

— 0 , wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist. 


Subslituiren wir diess, so folgt jetzt 


fff • . ®(*. y , ..) R dx 




wo für R entweder ip(l, x,y , ..) oder Null zu setzen ist, je nachdem 
die obengenannte Bedingung erfüllt oder nicht erfüllt ist. Denken wir 
uns das Integral nach x, y, z, .. in seine Elemente zerlegt, so 
scheidet der Faktor R alle diejenigen Elemente aus, für welche nicht 
f(«, x, y, . .) > 1 > qp(ij, x, y, . .) ist, und wir können demnach 
die Gleichung 

I ud u U — fff..<D(x,y,..)y(l,x,y,..)dxdy.. (5) 

mit der Bedingung aufstellen, dass sich die Integrationen rechts nur 
auf die x, y, z, .. beziehen sollen, welche der Ungleichung 

»(«,*, y, ..) > 1 > X, y, ..) ( 6 ) 

Genüge leisten. 

Mit welcher Leichtigkeit dieses Theorem zu neuen und sehr allge- 
meinen Reduktionsformein führt, wird das folgende Beispiel zeigen. 
Wenn sich die Integrationen nach x, y, z, .. auf alle positiven, der 
Bedingung 



genügenden Werthc jener Variablen beziehen, so ist 



/ — I m — 1 

x y . . dx dy . . 


m r» ... t 

r(l+/+m+..) 
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„ _ W-l 1 __ f(u) - 1 

ä «)-«’ m-ß 


so wird 



/ — l m — I (i — 1 
x y z 


dx tly dz ... 


_ r (Qf» / /(«) - / A«) - 
~ r<i+ /+«+..) V(m)-o^ V(u)-ß J 


und wenn wir diess mit der früheren Bezeichnung Zusammen- 
halten wollen, so müssen wir die rechte Seite dieser Gleichung U 
nennen und 


<f ( ", x, y, 


••) = 


f( u) — q 

f 00 - 1 


* + 


n*)—ß 

/■(«) - 1 


3t + ••• 


V 


setzen. Daraus ergiebt sich zunächst 


/•(«) = 


w — nar — ßy — ... 
v—x—y— 


und auch u selbst, wenn wir F die Umkehrung von f nennen, so 
dass aus einer Gleichung, wie f{j>) — r/, p — F((j) folgt; es wird 
nämlich 


v v — x — y — . . . 9 

und diess ist zugleich das frühere x, y, ..)• Vermöge dieses 

Werthcs und der Bedeutung von U und 0(x,y, ..) = x y ... 
ergiebt sicli jetzt nach Nr. (5): 
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r(i + /+«i 


l* ad «m=l)\ri£=l) m .... ) 

+ ••) J l V(u)-J V(u)-ß> J 
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( 7 ) 


wobei sieh die Integrationen auf alle diejenigen positiven x, y, z, .. 
erstrecken, welche der Bedingung . 


( 8 ) 


Genüge leisten. Das Integral auf der liuken Seite ist noch einer ein- 
fachen Transformation fähig; führen wir nämlich statt u eine neue 
Variable t der Art ein , dass f{u) = t , folglich nach der Bedeutung 
von F umgekehrt n = F(t) ist, so nimmt t die Werthe /’(«) und f{rj) 
an, wenn u — t und u = tj geworden ist, und wir erhalten statt der 
linken Seite Von (7) 

/ fM . 

<SEi>' ••••) 

/(«) 


fit) — a 
fit) - 1 


x + 


m-ß 

fit) - 1 


y + 


> i 


1 > 

> firfi-l 


+ Mtzßy + 

+ fin)-i y 


wobei K zur Abkürzung dient, nämlich 


K — r (Q r(m) I» . . . 

A — r(l+I+m+n + ...)‘ 


( 9 ) 


Die noch auszuluhrende Differenziation nach t hat durchaus keine 
Schwierigkeiten und wird sehr leicht, wenn man dazu die Formeln 
dw = tc dho benutzt. Nimmt man noch /(t) = X , f(r t ) — *, wo X 
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und * ganz beliebig sind, weil t und y es waren, so gelangen wir 
zu der Gleichung 


SIS 

1- 

-*f^i 


/-I w-l 

x y 




( 10 ) 




(t-ß) 




dt 


in welcher sich die Integrationen links auf alle diejenigen wesentlich 
positiven x, y, z, ... beziehen, welche der Ungleichung 


X — n 
X — 1 


x + 


X-ß_ 


+ ••>!> 7ZT1 X + Tllfy 


t — !• 


Genüge leisten. Hier ist ein besonderer Fall noch bemerkenswerth; 
setzen wir nämlich X=l, x = <*, und nehmen an, dass X=l<^a, 
ebenso 1 )> ß etc. sei , so geht unsere Bedingung in 

ao>l>'X + y + * + ... 

über, deren erster Tlieil von selbst erfüllt ist. Rechnen wir hierzu, 
dass wegen der positiven x, y, .. immer ^ + + 8C > n 

muss, so haben wir jetzt das Theorem 



wobei a < 1 , ß < 1 , . . und hinsichtlich der auf blos positive Werthe 
von x, y, .. sich erstreckenden Integration die Bedingung 

l'2>x + y + ~+‘.- >0 ( 12 ) 

erfüllt sein muss. Etwas allgemeiner wird dieses Theorem dadurch. 
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, Pi „ „Im 

dass man .r , ^ an die Stelle von x, ... ferner — , — , .. 

für I, m, .. und zur Abkürzung 


M = 




( 12 ) 


<=-+=+-+. 

l> f i T 


(13) 


setzt. Cs wird dann 


*•( 


I P O 9 

I — OJ — fty — . ■ 
l — x — y — . . 


) d.r f ly . . , 


(14) 


(l — 1) F(t) dt rj 1 — « *» 1— || 

£ « I — « q t — /5f + "J| 

(«-«)' (*-/»)' ... 


wobei sieb die Integrationen links auf alle positiven, der Ungleichung 
I > / + y + / + ... > 0 (15) 

Genüge leistenden x, y, .. beziehen. Zu bemerken ist noch, dass 
man in dieser Formel F(t) nicht constant nehmen darf, weil F(l) die 
Umkehrung einer anderen Funktion (f) war. 

Eine interessante Anwendung der Formel (14) ist die Com- 
planation des dreiachsigen Ellipsoids, wenn man für dieselbe von der 
bekannten Formel 

* = jj tlr,ly + & + 0 

ScklÖMilcb, Amlyt. Studien. II. 13 
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ausgeht. Die Gleichung der Oherfläche des Ellipsuids ist nämlich 



und hier müssen die Integrationen auf alle die positiven und negativen 
x und y bezogen werden, welche der Bedingung 

1 ^ + (f)’ £ 0 

erfüllen. Beschränken wir uns auf blos positive x und y, so erhallen 
wir den Octanlen der Oberfläche des Ellipsuids. Ausserdem können 
wir ax und l>y für x und y setzen und zur Abkürzung 

c* c* 

1 = und 1 n mit t* und v‘ 

a fr 

bezeichnen, wo t und t] die beiden Exccnlrieiläten des Ellipsuids 
sind. Die ganze Oberfläche des in Bede stehenden Körpers wird 
jetzt durch 



ausgedrückt, wobei sich die Integrationen auf alle positiven, der Be- 
dingung 

1 ^ x* + i/* ^ 0 

unterworfenen x und y beziehen. Diese Integration lässt sich nach 
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der Formel (15) ausfüliren, wenn man F(t) = /T, l = m= 1, 
}> = </ = 2, o = t’, ß=Tj * setzt und nur zwei Variable zulässt. Der 
Werth von J/ ist dann 

jl A mi- 

2 . 2 r(2) ~ * 

und der von A = 0, mithin die gesuchte Oberfläche, 

* , C /T dt , 1 — V? 1 ! 

’ 4 " J /(t — 7) (i — V> + ^ * 


oder wenn man l 1 für t setzt 


2 n 



0 dt 


i 



Hierbei muss noch t*<l und vj*< 1 1 sein (wie früher a und ß), 
was aber der Allgemeinheit keinen Eintrag timt, da man nur für c die 
kleinste der drei Achsen des Ellipsoids zu nehmen braucht, um so- 
gleich jene Bedingung zu erfüllen. 

Ueberblicken wir am Schlüsse noch einmal die gewonnenen Re- 
sultate und beachten vorzüglich die Allgemeinheit der Formen, durch 
die sie sich besonders auszeichnen, so kann wohl kein Zweifel darüber 
sein, dass hier noch ein grosses Feld der Thätigkeit gewandter Analy- 
tiker offen liegt Möge der geneigte Leser, welcher uns bis an diese 
Stelle zu folgen die Güte gehabt hat, sich zur Bearbeitung desselben 
aufgelegt fühlen! 
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Anhang 



Um die numerische Berechnung derjenigen Integrale zu erleichtern, 
welche auf eine der transscendcntcn Funktionen Ei(x), Ci ( t) und Si(x) 
führen (§. 21), theilcn wir eine von Herrn Professor Bretschneider 
in Gotha berechnete kleine Tafel dieser Transscendenten mit: 




< ; 

| 1 



+ 

1 , 895] 1 

78163 

55936 

75546 f 

j 2 

+ 

4 , 95423 

43560 

01890 

16337 | 


+ 

9 , 93383 

25706 

25416 

55800 | 

M 4 

+ 

19 , 63087 

44700 

56220 

02264 | 

® 5 

+ 

40,18527 

53558 

03177 

45509 # 

j 6 

+ 

85 , 98976 

21424 

39204 

80358 f 

1 7 

+ 

191 , 50474 

33355 

01395 

95306 | 

| 8 

+ 

440 , 37989 
1037 , 87829 

95348 

38268 

99742 | 

8 9 

+ 

07170 

89587 

65757 | 

i 10 

+ 

2492 , 22897 

62418 

77759 

13844 | 




p 


Fa ( — ,r) 


¥ i 

— 0,21938 

39343 

95520 

27367 f 

1 ^ 

— 0,04890 

05107 

08061 

11956 1 

3 

— 0,01304 

83810 

94197 

03741 | 

m 4 

— 0,00377 

93524 

09848 

90647 * 

| 5 

— 0,00144 

82955 

91257 

32579 $ 

J 0 

— 0 , 00036 

00824 

52162 

65865 I 


— 0,00011 

54817 

31610 

33821 I 

f; 8 

— 0 , 00003 

76656 

22843 

92490 I 

S 9 

— 0 , 00001 

24473 

54178 

00627 | 

| 10 

— 0 , 00000 

41569 

68929 

68532 M 
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ii M EXCOMIT' . 



+ 

0,33740 

39229 

60068 

13466 

+ 

0 , 42208 

08287 

74864 

99569 

+ 

0,11002 

07860 

08000 

32762 


0 , 14008 

16078 

86930 

41163 

— 

0 , 19002 

07406 

56643 

87861 

— 

0,06805 

72438 

03247 

12620 

+ 

0,07660 

52784 

82184 

51838 

+ 

0.12243 

38825 

32000 

55729 

+ 

0,05534 

75313 

33133 

60708 

— 

0,04545 

64330 

04455 

37263 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 




X 



&'(*) 



1 

+ 

0 , 04608 

30703 

67183 

01494 f 

2 

+ 

1.60541 

29768 

02694 

84857 | 

3 

+ 

1 , 84865 

25279 

99468 

25639 $ 

4 

+ 

1 . 75820 

31389 

49053 

05810 | 

5 

+ 

1,54993 

12449 

44674 

13727 1 

6 

+ 

1 , 42468 

75512 

80506 

53576 f 

7 

+ 

1 , 45459 

66142 

48093 

59061 I 

I 8 

+ 

1 .57418 

68217 

06042 

05208 | 

! 9 

+ 

1 . 66504 

00758 

20602 

49510 1 

! 10 

+ 

1 ,65834 

75942 

18874 

04933 | 
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Bei JBilljcltn (?nfl*lmntut in ?cipjig (fl foeben ferner erftbienen: 

y c 1) r t) « d) 

ä8eIt0efcM$t* 

mit Olücffidit auf 

Kultur, Literatur itnt> SReligionSrocfctt, unb einem Slbrifj bet 
beutfdfjen ifiteraturgefcbicbte atö Stimmig 

föc 

l)3t)rrf &d)ntnnftaltcit unb jur £r Ibftbdcljrnng. 

Bon 

Dr. ©cor<| 2Scbet, 

fcaurtlchrcr an ber Wirren #ilrflerid*ttlc in £cifrdt*cr[j. 

iiimrnttbeMer Slbbrttcf. 

gr. 8. 58 BOtjcn. 'Ureis: 2 2 j 3 H/\x. — in .§a£bfranjbaiib fleh. 3 3.6fr. 

Unter ben iablteicben Sebrbüthern ber ®efebi(bte fürbie3ugenb unb sur Selbff: 
belebrung be« gebührten Bürger« jeithnet fid) oorfttbenbeS SBcrf eben fo fetjr burd) 
forgfilttgc unb gefcbitfte Bearbeitung beS hiflorffchen Stoffes bei tjödjfl an|iebenber Dar; 
ftetlung, al« infonberbeit bur<b bie Bebanblungemrife beffelben aus. 6« giebt ein treue« 
unb Icbrnbigc« SSitb ton bem GntwicftlungSgangr bet SDlenfdibeit rom graueffen 2Clter= 
tbume bi« auf unferr 3eit in politifther, religiofer unb culturbiftoriftbet ^tinfiebt, ^nb 
untrrftbeibet fid) eben baburd), rcie burd) eine neue unb feffelnbe Hnorbnung beä Stoffe« 
non jenen Büdirrn , bie nur b;e Äußeren politifdjen Begebenbriten in djronologifdjet 
Drbnung ohne Darlegung beä innern 3ufammenbang« binffeden, unb Gultur unb inne= 
rti Staatsieben rcenig, SBiffenfdiaft unb Jtunft gar nidjt beciictfiditigcn unb beSijalb 
roeniger geeignet ftnb, jugenblitbe (Scmfitfcer für bas Stubium ber ©rfebirtite ju gewinnen 
unb mit Grfotg anjuregen. Be« Berfaffer« Kbfubt tnar, „ber rmpfingliibcn 3ugenb 
unb bem gebitbeten Bürger ein Bud) in bie £anb *u geben, morin fie bie ihnen notb= 
roenbige gefd;;djtlid)c Belehrung in gcbrungener Jtürje oereinigt finben, fo bag ba« 
Staatsieben, ba« SteligionSmefen unb bie Sulturju ffünbe ber bebeus 
tenbfien SB Ö t ff e c aller Beiten in ibrrn merfroürbigffen perioben bari 
geflellt mürben, bie neue unb neuefit @r!d)id)tt jebod) al« bie niber liegenbe eine um: 
faffenberc Bebanblung erführe, ol« bie bt« SRittelalterS unb ber alten SBelt." — Bag ber 
Berfaffer feinen 3mecf erreicht bat, beweif’t foroobl bie fcbneUe Berbreitung beS Söcrf«, 
mooon in roenigrn SKonaten ein imeiter Xbbtucf nütbig mürbe, al« bie günflige 
Beurteilung in mebreten ber geathtetffen literariftben unb politifdien jSeüfcbriftm (Einer 
ber Äornpbüen in bet ®efihid)t6foifd)ung freut ftcb „in biefem SBcrfe einet Soll; 
flinbigfeit, ©cbiegenbeit unb Bu t d>bi Ib u n g ju begegnen, bie oon be« 
Berfaffer« Berufe |um bebrer ber ©efdjidjte in ihrem ganien lim* 
fange ein ebrenmertbes 3eugnig geben", unb cbatafterifirt bann baffelbe 
roeiler folgenbetmagen: „Huf beclamatorifcbe ober fcntentiife Xbfefcmeifungen bat ber 
Berf. ftd) nid)t eingelaffcn; et beruhtet in frblidjttm, mürbigem Bortrage, ma« «ut 
Sadje gehört, oerffrbt aber fein Urtbril mit furicm SESorte, mit einem (Epitheton u. 
bergl. in bie Gtjüblung iu oermeben. Bur baburd) iff e« möglich geworben, ba« ganje 
ungeheure Sebiet ber politischen unb Sulturgefductte ohne Berjidit auf Stglifirung in 
einer BoUfMnbigfeit barjuftellen , bie nichts ÜBefentliebeS ocrmiffen lügt, unb ton bet 
neuen ©efdjidjle an felbff eine jiemlid) ausführliche Grjüblung ju geben". 

Gine fdjügenSmertbe , 100 Seiten flarfe 3ugabe ifl ber jfbrig bet beutfeben 
Siteraturgefcbidjte im Xnbang, ber au<b als (Sefcbitbte ber beutfthen 8ite = 
ratur einjeln ju fl 1 /, 3Igr. su haben iff. 
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